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Prefazione

Questi appunti raccolgono buona parte degli argomenti delle lezioni del corso di
Geometria 3 per gli studenti del Corso di Laurea in Matematica dell’'Universita
degli Studi della Campania “L.Vanvitelli”, a Caserta. Essi si presentano spesso
schematici e mancano molti dei commenti e delle dimostrazioni indispensabili
per una presentazione completa degli argomenti trattati. E pertanto necessario
integrare la loro lettura con quella di un buon libro, per esempio [9].

Avvertiamo che nella preparazione del corso, e quindi nella stesura di queste
note, abbiamo tenuto conto delle conoscenze gia acquisite dagli studenti nei pre-
cedenti corsi di Algebra, Analisi matematica e Geometria.

Nel concludere, desideriamo ringraziare in anticipo quanti vorranno segnalarci

eventuali errori e/ 0 omissioni.

Caserta, dicembre 2018.

Francesco Mazzocca



Questi appunti sono stati elaborati senza fini di lucro, sono distribuiti gratuita-
mente e ne e vietato qualsiasi tipo di commercio.

Chiunque desideri averne una copia puo scaricarla dal seguente indirizzo web:
http://francesco.mazzocca.name/Geometrial3.pdf



Capitolo 1

Elementi di Topologia Generale

“ Per comprendere la matematica occorre far funzionare il cervello,
e questo costa sempre un certo sforzo. Non é possibile fare la ma-
tematica "a fumetti', non e possibile trasformare la sua storia in una
novellina. Chi é pigro di mente, chi non prova gioia nel far lavora-
re il suo cervello, e meglio che non cominci neppure a leggere. Chi
invece non si spaventa per le fatiche della mente, non si scoraggi se
qua e la, a prima vista, non capisce, e non pretenda di leggere tutto di
seguito; ma legga attentamente, un poco per volta, saltando le cose
piu ditficili, o facendosele spiegare da chi ha studiato pit di lui.”

Lucio Lombardo Radice
("La Matematica da Pitagora a Newton", Prefazione)

1.1 Notazioni e richiami

Nel seguito useremo le seguenti notazioni standard:
e N = insieme dei numeri naturali.

e 7 = anello dei numeri interi.
e Q = campo dei numeri razionali.
e R = campo dei numeri reali.

N*, Z*, Q", R* = insiemi dei numeri naturali, interi, razionali e reali posi-
tivi, rispettivamente.

e C = campo dei numeri complessi.

R"™ = spazio euclideo n—dimensionale.

3
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e R™™ = spazio vettoriale delle matrici con n righe e m colonne a coefficienti
reali.

o [a,b] = {z € R : a <z < b} (intervallo, o segmento, di R chiuso e limitato
di estremi a, b).

e [a,b) = {r € R : a <z < b} (intervallo, o segmento, di R limitato, chiuso
a sinistra e aperto a destra di estremi a, b; un intervallo di questo tipo sara
detto intervallo c.a.).

e (a,b] = {x € R : a <z < b} (intervallo, o segmento, di R limitato, aperto a
sinistra e chiuso a destra di estremi a, b).

e (a,b) ={r € R : a <z < b} (intervallo, o segmento, di R aperto e limitato
di estremi a, b).

e [a,+0) ={r € R : a <z < +oo} (intervallo chiuso semilimitato a sinistra,
o semiretta destra chiusa di estremo a).

e (a,+00) ={r € R : a <x < 400} (intervallo aperto semilimitato a sinistra,
o semiretta destra aperta di estremo a).

e (—oo,a] ={xr € R : —o0 < z < a} (intervallo chiuso semilimitato a destra,
0 semiretta sinistra chiusa di estremo a).

o (—00,a) ={r € R : —oo < z < a} (intervallo aperto semilimitato a destra,
o semiretta sinistra aperta di estremo a).

e |a| = valore assoluto del numero reale a.
e |la| =+/(a?+a3+---+a2,a=(aay,...,a,) € R" (norma di a).

o |a+ib| = Va®+b?,a+ib € C (modulo del numero complesso a + ib).

e GL(n,F) = Gruppo delle matrici quadrate invertibili sul campo F (gruppo
lineare di grado n su IF).

o F[X| =TF[X;,Xs,...,X,] = Anello dei polinomi sul campo F nelle variabili
X1, Xo, oo, X (X = (Xq, X, .0, X))

Se a e un elemento di un insieme X, a volte per semplicita denoteremo ancora
con ¢ il sottoinsieme {a} contenente il solo punto a (singleton di a).

DEFINIZIONE 1.1.1. (Ricoprimenti e partizioni ) Sia X un insieme non vuoto. Una
famiglia {A;},c; di sottoinsiemi di X prende il nome di ricoprimento di X se

jeJ

cioé se, per ogni x € X, esiste un indice ¢ € J tale che x € A;. Un ricoprimen-
to i cui elementi sono sottoinsiemi a due a due disgiunti & una partizione di X.
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Ricordiamo che le classi d’equivalenza di una relazione d’equivalenza su X sono
una partizione di X e, viceversa, gli elementi di una partizione di X sono le classi
d’equivalenza di un’unica relazione d’equivalenza su X. Piti in generale, un ri-
coprimento di un sottoinsieme Y di X e una famiglia {A;},c; di sottoinsiemi di

X tali che
yclJ4.
jeJ -

Ricordiamo che, per un sottoinsieme Y di X, si definisce complemento o com-
plementare di Y in X, e si denota con €x(Y') l'insieme

Ex(Y)=X\Y={acX : agV}

L'insieme €y (Y') si denota anche con ¢(Y') se X e chiaro dal contesto. Se {Y}},c,
¢ una famiglia di sottoinsiemi di X, risulta

%Qﬁﬁ:ﬂ%%>e %Gﬁﬁ=U%m (L1)
jeJ jeJ jeJ jeJ

Se X e T sono insiemi e f : X — Y una funzione tra X e 7T, detti A, B due
sottoinsiemi di X e C, D due sottoinsiemi di Y, risulta

JAANB) 2 f(A)\f(B) e ACB= f(A)C f(B), (1.2)
FFHC\D)=fHOWNFH(D) e CCD=fHC)Sf (D). (13

Inoltre, se
{Aitier . {Cjlies
sono famiglie di sottoinsiemi di X e 7, rispettivamente, risulta

f@MJ=U%@ eprQgﬂﬂm, (1.4)

i€l i€l el i€l

/! (U Cj) =UJr'@y) e s (ﬂ Cj) =) @5

JjeJ jeJ Jj€J jeJ

1.2 Spazi metrici e funzioni continue

Gli elementi di R" saranno indifferentemente chiamati punti o vettori. Ricordia-
mo che si definisce distanza euclidea tra due punti a e b di R", e si denota con
d(a,b), il numero reale non negativo

d(a,b) = ||b—al = /(b — a1)? + (by — ag)? + - - + (b, — an)?. (1.6)
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Osserviamo che nel caso n = 1, 1a (1.6) si riduce a

d(a,b) = |b—al,

N

per ogni a,b € R. La distanza in R” ¢ dunque una funzione d : R” x R® — Red
e ben noto che verifica le seguenti proprieta fondamentali:

d(a,b) >0,

d(a,b) = 0 se, e solo se, a = b (proprieta di coincidenza),
d(a,b) = d(b, a) (proprieta simmetrica),

d(a,c) < d(a,b) + d(b, c) (proprieta triangolare),

perognia,b,c € R".

La distanza euclidea in R" permette di dare la classica definizione di funzione
continua, nota al Lettore dai corsi di analisi matematica.

DEFINIZIONE 1.2.1. (Funzioni continue tra R” e R™ ) Una funzione f : R" — R™
si dice continua in un punto a € R" se, per ogni numero reale positivo ¢, esiste
un numero reale positivo J. tale che

x €R" e d(xz,a) <. = d(f(x), f(a)) <e. (1.7)

La funzione f : R” — R™ si dice continua in R" se e continua in ogni punto di
R™. O

OSSERVAZIONE 1.2.2. (Continuita delle funzioni polinomiali tra R” e R) Posto X =
X1, Xo,...,X,, sia f(X) € R[X] un polinomio nelle variabili X, X,,..., X, a
coefficienti reali. La funzione

(a1, a9,...,a,) € R" = f(ay,a9,...,a,) €R (1.8)

prende il nome di funzione polinomiale (associata ad f). E noto dai corsi di
analisi matematica che le funzioni polinomiali sono continue. O

I concetto di distanza euclidea in R", utilizzando le sue proprieta fondamentali,
si generalizza in modo naturale ad insiemi arbitrari nel seguente modo.

DEFINIZIONE 1.2.3. (Spazi metrici) Sia X un insieme non vuoto. Una funzione
d: XxX — R

prende il nome di distanza, o metrica su X, se, per ogni a,b,c € X, verifica le
seguenti proprieta (assiomi di spazio metrico):

(M1) d(a,b) =0,
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(M2) d(a,b) = 0se, e solo se, a = b (proprieta di coincidenza),
(M3) d(a,b) = d(b,a) (proprieta simmetrica),
(M4) d(a,b) < d(a,c)+ d(c,b) (proprieta triangolare).

Quando d & una metrica su X, il numero reale d(a, b) prende il nome di distanza
tra a e b, la coppia (X, d) si chiama spazio metrico e gli elementi di X si dicono
punti. Uno spazio metrico (X, d) si dice limitato se l'insieme

{d(a,b) : a,be X}

e limitato superiormente, cioé se ammette I'estremo superiore (diametro di X).
In questo caso anche la distanza d si dice limitata. Se (X, d) non e limitato si dice
illimitato o non limitato. ]

DEFINIZIONE 1.2.4. (Sottospazi metrici) Siano (X, d) uno spazio metrico e ¥ un
sottoinsieme non vuoto di X. La funzione d,, (restrizione di d a Y x Y'), definita
da

dy, (a,b) = d(a,b), perogni a,be,

risulta una metrica su Y, detta metrica indottadad suY o restrizionedidaY . Lo
spazio metrico (Y, d|, ) si dice sottospazio (metrico) di (X, d) e, se non vi & luogo
ad equivoci, la metrica d, si denota semplicemente conde (Y, d,, ) semplicemente
con Y. Il sottoinsieme Y si dice limitato se & limitato come sottospazio metrico.

[

ESEMPIO 1.2.5. (Spazi euclidei) La distanza euclidea d in R", definita dalla (1.6), &
chiaramente una metrica (non limitata) su R". Lo spazio metrico relativo (R, d) si
chiama spazio euclideo n-dimensionale e si denota con E”, o semplicemente con
R™. Per n = 1,2 si parla di retta euclidea e piano euclideo, rispettivamente. [

ESEMPIO 1.2.6. (Metrica euclidea su R™™) Sia R™™ ]'insieme delle matrici di tipo
n x m ad elementi in R. Posto

@11 Q12 -+ QAim
e S
Qp1 Ap2 - Qpm
e
a=(a1,1,012, ,Q1m, 021,022, ,0G2m ** An1, G2, 5 0pm) € R™,

N

la funzione f : A € R™™ — a € R™ e biunivoca e induce su R™™ una metrica
d, ponendo d(A,B) = d(f(A), f(B)). Tale metrica si dice metrica euclidea di
R™™, O
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La nozione di continuita di cui alla Definizione 1.2.1 si generalizza agli spazi
metrici nel seguente modo.

DEFINIZIONE 1.2.7. (Funzioni continue tra spazi metrici) Siano (X, dx) e (Y, dy)
spazi metrici. Una funzione f : X — Y si dice continua in un punto a € X se,
per ogni numero reale positivo ¢, esiste un numero reale positivo J. tale che

reX e dx(z,a) <. = dy(f(x), f(a)) <e. (1.9)

La funzione f : X — Y si dice continua in X se e continua in ogni punto di
X. O

Nel seguito riterremo assegnato uno spazio metrico (X, d), che spesso denotere-
mo semplicemente con X, se non vi & luogo ad equivoci.

DEFINIZIONE 1.2.8. (Intorni sferici e sfere) Per ogni a € X e r > 0 numero reale,
si definiscono i seguenti sottoinsiemi di X:

o B.(a) ={xeX :d(a,z) <r},
'intorno sferico aperto di centro a e raggio r;

e D.(a):={reX :da,zx)<r},
I'intorno sferico chiuso di centro a e raggio r;

o S.(a):=D,(a)\ By(a) ={z €S : da,x)=r},
la superficie sferica di centro a e raggio 7. O

Gli intorni sferici aperti e chiusi, vengono anche chiamati sfere, palle o dischi
aperti e chiusi, rispettivamente. Essi sono evidentemente insiemi limitati.

Spesso parleremo semplicemente di intorni sferici, sfere, palle e dischi, ometten-
do gli aggettivi aperti e chiusi, se questi sono chiari dal contesto o0 non sono ne-
cessari. Per esempio, se diciamo “intorno sferico B, (a)”, & chiaro dalla notazione
che stiamo parlando di un intorno sferico aperto.

OSSERVAZIONE 1.2.9. Per ogni a € X e r > 0 numero reale, gli intorni sferici
B, (a) e D,(a) contengono il punto a e quindi sono non vuoti, mentre la superficie
sferica S, (a) puo essere vuota. Se, generalizzando la Definizione 1.2.8, si assume
che r possa essere anche nullo, allora risulta By(a) = 0), Do(a) = Sp(a) = {a}. O

OSSERVAZIONE 1.2.10. Nel caso della retta euclidea, gli intorni sferici aperti e
chiusi si riducono agli intervalli limitati rispettivamente aperti e chiusi; pit1 pre-
cisamente si ha:

B.(a)=(a—r,a+71) e Dy(a)=]a—T1,a+7].
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Inoltre, la superficie sferica S, (a) si riduce all'insieme di due punti {a — r,a + r}.
Nel caso del piano euclideo, gli intorni sferici e le superfici sferiche si dicono
rispettivamente intorni circolari e circonferenze. [

OSSERVAZIONE 1.2.11. Nella Definizione 1.2.7 di funzione continua la (1.9) puo
riscriversi, usando gli intorni sferici, nel seguente modo:

x € By (a) = f(x) € B(f(a)), (1.10)

ove, evidentemente, Bs_(a) e B.(f(a)) sono intorni sferici negli spazi metrici (X,
dx) e (Y,dy), rispettivamente. O

ESERCIZIO 1.2.12. Provare che, per ognia € X,

1. le famiglie {B,(a)}r>0, {D;(a)}r>0,{5-(a)},>0 sono ricoprimenti di X;
2. l'intersezione di due intorni sferici con lo stesso centro € un intorno sferico,
piu precisamente

Br(a) N Bs(a> = Bt(a> ’ Dr<a) N Ds(a) = Dt(a’) ) (111)

ove t = min{r, s} eil pit1 piccolo trar e s;
3. l'intersezione di due intorni sferici con centri diversi non ¢, in generale, un
intorno sferico. O

PROPOSIZIONE 1.2.13. Sia x un punto dell’intorno sferico B, (a). Allora esiste un
numero reale positivo s > 0 tale che B,(x) e contenuto in B, (a).

DIMOSTRAZIONE. Scegliamo s tale che 0 < s < r — d(a, x). Allora, applicando
la disuguaglianza triangolare ad ogni punto y € B;(z), abbiamo

d(a,y) <d(a,z)+d(x,y) < d(a,x)+ s <d(a,z) +r—d(a,x)=r

e I'asserto & provato. O

C—

......

Figura 1.1: Proposizione 1.2.13
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PROPOSIZIONE 1.2.14. Siano B, (a) e B;(b) due intorni sferici ad intersezione non
vuota. Allora, per ogni ¢ € B,(a) N By(b), esiste un numero reale positivo s tale
che

B.(c) C By(a) N Bi(b).
Equivalentemente, l'intersezione di due intorni sferici aperti, se non é vuota, &
unione di intorni sferici aperti.

DIMOSTRAZIONE. In forza della Proposizione 1.2.13 esistono due intorni sferici
By (c) e By(c) di centro ¢ contenuti rispettivamente in B,.(a) e B;(b). Allora, se s &
un numero reale positivo minore di min{h, k}, risulta B,(c) C B,(a) N By(b). O

__________

/ By(b)

Figura 1.2: Proposizione 1.2.14

PROPOSIZIONE 1.2.15. (Proprieta di Hausdorff, o di separazione) Se a, b sono pun-
ti distinti di X, esistono due intorni sferici di centro rispettivamente a e b che
risultano ad intersezione vuota.

DIMOSTRAZIONE. Sia r un numero reale tale che 0 < r < 1d(a,b). Allora gli

intorni sferici B,(a) e B,(b) sono ad intersezione vuota. Infatti, se esistesse un

punto z € B,(a) N B,(b), avremmo

d(a,b)  d(a,b)
2 + 2

il che e assurdo. 0

d(a,b) <d(a,z)+d(z,b) < = d(a,b),

Ba) { o 1{ o B

Figura 1.3: Proprieta di Hausdorff

PROPOSIZIONE 1.2.16. Per ogni punto a di uno spazio metrico, risulta

() B:(a) = {a}. (1.12)

r>0
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo l'esistenza di un punto b # ain ()., B(a) e
poniamo s = d(a, b). Allora b € B;(a) e cid € assurdo. O

DEFINIZIONE 1.2.17. (Insiemi aperti e chiusi, intorni) Sia assegnato uno spazio me-
trico (X, d). Un insieme di punti A di X prende il nome di insieme aperto, o
semplicemente aperto, se € unione di sfere aperte di (X, d) o se e vuoto.
Denoteremo con 7, I'insieme di tutti gli aperti di (X, d).

Un insieme di punti C' di X prende il nome di insieme chiuso, o semplicemente
chiuso, se risulta il complementare di un aperto. Un insieme di punti U di X
prende il nome di intorno di un punto a € X se contiene un aperto contenente
a. [

ESERCIZIO 1.2.18. Provare che in uno spazio metrico valgono le seguenti pro-
prieta:
e gli intorni sferici aperti sono aperti;
e un insieme A é aperto se, per ogni suo punto a, esiste un intorno sferico
aperto di centro a contenuto in A;
e gli intorni sterici chiusi e le superfici steriche sono chiusi;
e i punti sono chiusi;
e un punto a € aperto se, e solo se, esiste un numero reale positivo k tale che
d(a,z) > k, per ogni punto z diverso da a;
e un insieme aperto e intorno di ogni suo punto. [

PROPOSIZIONE 1.2.19. (Proprieta degli aperti) L'insieme 7,(X) di tutti gli aperti di
uno spazio metrico (X, d) verifica le seguenti proprieta:

e linsieme vuoto e X sono aperti;
e ['unione di un insieme di aperti e un aperto;
e l'intersezione di due (e quindi di un numero finito) aperti & un aperto.

DIMOSTRAZIONE. E una facile conseguenza dell’Esercizio 1.2.12 e della Propo-
sizione 1.2.14. O

ESEMPIO 1.2.20. (Intersezione di un insieme infinito di aperti) L'intersezione di tutti
gli intorni sferici aperti con centro un fissato punto @ € R™ & uguale ad {a},
che ovviamente non e unione di sfere aperte. Abbiamo cosi un esempio di un
insieme infinito di aperti la cui intersezione non e un aperto. Osserviamo che in
R™ esistono anche insiemi infiniti di aperti la cui intersezione & un aperto. Per
esempio, con r > 0, l'intersezione di tutti gli intorni sferici aperti di centro a e
contenenti B, (a) € uguale ad B, (a), che & un aperto. O

OSSERVAZIONE 1.2.21. L'insieme di tutti gli intorni sferici aperti con centro un
fissato punto di R", pur non contenendo tutti gli aperti di R", verifica le tre
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proprieta degli aperti descritte nella Proposizione 1.2.19. Questo prova che ta-
li proprieta non sono caratteristiche dell’insieme di tutti gli aperti di uno spazio
metrico. [

PROPOSIZIONE 1.2.22. (Due proprieta equivalenti alla continuita in un punto) Siano
(X,dx) e (Y,dy) spazi metrici. Una funzione f : X — Y e continua in un punto
a € X se, e solo se, vale una delle seguenti proprieta:

(i) per ogniaperto A’ diY contenente f(a), esiste un aperto A di X contenente
a tale che f(A) C A’;

(ii) per ogni intorno U’ di f(a) in Y, esiste un intorno U di a in X tale che
fu)cvu.

DIMOSTRAZIONE. Sia f continuaina € X e, fissato un aperto A’ di Y contenente
a’ = f(a), consideriamo un intorno sferico B,(a’) in Y contenuto in A’. Allora,
per la continuita di f in a, esiste un intorno sferico aperto B,(a) in X tale che
f(By(a)) € Bs(a’) € A'. Cosi, essendo B,(a) un aperto di X, abbiamo che la
continuita di f in a implica la (i).

Supponiamo ora che la f verifichi la (i), fissiamo un intorno U’ di f(a) in Y e
consideriamo un aperto A’ di Y contenente a’ e contenuto in U’. Allora esiste
un aperto U di X contenente a tale che f(U) C A’ C U’ e U € un intorno di a.
Abbiamo, cosi che (i) implica (ii).

Per finire, supponiamo che valga la (ii) e fissiamo un numero reale ¢ > 0. Allora
esiste un intorno U di a in X tale che f(U) C B.((f(a)) e, scelto 6. > 0 in modo
che B; (a) C U, risulta

1€ Bs(a) CU = f(z) € B((f(a).

Questo significa che f & continua in a (cfr. (1.10)) e 'asserto € completamente
provato. [

PROPOSIZIONE 1.2.23. (Due proprieta equivalenti alla continuita) Siano (X, dx) e
(Y, dy) spazi metrici. Una funzione f : X — Y e continua in X se, e solo se, vale
una delle seguenti proprieta:
(i) per ogniaperto A’ diY, f~'(A’) & un aperto di X;
(ii) Per ognia € X e per ogni intorno U’ di f(a) in Y, f~'(U’) & un intorno di a
in X.

DIMOSTRAZIONE. Segue facilmente dalla proposizione precedente. O

OSSERVAZIONE 1.2.24. Notiamo esplicitamente che le proprieta (i) e (ii) delle
Proposizioni 1.2.22 e 1.2.23 utilizzano soltanto nozioni relative agli aperti. Que-
sto significa che potrebbero essere utilizzate per una definizione equivalente di
funzione continua, senza un esplicito riferimento alla metrica. O



FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3 13

1.2.1 Complementi ed esempi

ESEMPIO 1.2.25. (Distanza euclidea su C") Ricordiamo che & possibile identificare
R?" con C™ (nel caso n = 1 abbiamo il piano di Gauss) mediante la funzione
biunivoca

(al,bl,ag,bg, e ,an,bn) € RQn — (CL1 +?:b1,a2 +’ib2, R +an) e C".

Allora la distanza euclidea di R*" puo trasportarsi in C" ponendo

d(z,y) = |y — 212+ [y2 — 222+ - + |yn — 7|2,

per ogni ¢ = (z1,22,...,%,),Y = (Y1,Y2,-..,Yn) € C". La distanza su C" cosi
ottenuta si chiama distanza euclidea su C". O

ESEMPIO 1.2.26. (Metrica discreta) Sia X un insieme non vuoto e, per ogni due
elementi a,b € X, si ponga

0 se a=b
d(a,b) = ) (1.13)
1 se a#b

La funzione d, come facilmente si verifica, € una metrica su X, detta metrica
discreta. In questa metrica

e ogni punto e aperto e, di conseguenza, ogni sottoinsieme di X & aperto, in
quanto unione dei suoi punti;
e perognipuntoa € X, risulta Si(a) = X\{a} e S,(a) =0, perognir #1. O

ESEMPIO 1.2.27. Per ogni due punti a = (a;,a2), b = (b1, bs) del piano euclideo

R?, si ponga
d(a,b) = max{|a; — by|, |ag — ba|} . (1.14)

La funzione d, come facilmente si verifica, & una metrica su R?. O

ESEMPI 1.2.28. Sia X l'insieme delle funzioni continue dell’intervallo [0, 1] in R.
Posto

d(f,g)Z/O [f(z) = g(x)ldx . d'(f,g) = sup{|f(z) —g(x)| = = €[0,1]},

per ogni f, g € X, si ha che d e d sono due distanze su X. O
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ESEMPIO 1.2.29. Sia X l'insieme delle funzioni continue dell’intervallo [0, 1] in R
e si ponga

d(f,9) = minf|f(zx) —g(z)] : = €0, 1]},
per ogni f, g € X. Osserviamo che, se per due elementi f, g di X, risulta d(f, g) =
0, non necessariamente deve essere f = g. Ne segue che d non verifica la proprieta
(M3) e, quindi, d non é una metrica su X. O

ESEMPI 1.2.30. Siano (X, d) uno spazio metrico e » un numero reale positivo.
Posto, per ogni a,b € X,

d’(a,b>:%, d"(a,b) = rd(a,b) e d”(ab) = min{l,d(a,b)},

si ha che d’, d" e d” sono tre distanze su X. Per le metriche d’ e d”, risulta d'(a, ),
d"(a,b) <1,perognia,be X e, quindi, d' e d” sono esempi di metriche limitate.
E inoltre facile provare che 7, = 74 = 7. l

Considerato uno spazio metrico (X, d), siano x un punto di X e A, B due sottoin-
siemi di X. Gli insiemi di numeri reali

{d(a,z) : a€ A}, {d(a,b) : a€ A, be B}

sono limitati inferiormente da 0 e, quindi, ammettono estremi inferiori che de-
noteremo rispettivalente con d(x, A) e d(A, B). I numeri reali d(z, A) e d(A, B) si
chiamano rispettivamente distanza tra x e A e distanza tra A e B. Valgono le
seguenti proprieta di facile verifica:

1) 1€ A = d(z, A =0;
(2) d(A, B) = d(B, A);

3) ANB#0 = d(A B)=0;

4) z € S,(a), A= B,(a) = d(z,A)=0;

(5) d(a,b) = 2r, A= B,(a), B=B,(b) = d(A,B)=0.

1.2.2 Isometrie e proprieta metriche

Siano (X, dx) e (Y, dy) due spazi metricie f : X — Y un’applicazione di X inY.
Si dice che f conserva le distanze se risulta
dx(a,b) = dy (f(a), (b)), perognia,be X . (1.15)

In questo caso la f, in forza della proprieta (M2), € necessariamente iniettiva.
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DEFINIZIONE 1.2.31. (Isometrie) Siano (X, dx) e (Y, dy) spazi metrici. Un’appli-
cazione biunivoca f : X — Y che conserva le distanze prende il nome isometria
di X in Y. Un’isometria di (X, dx) in sé prende anche il nome di movimento di
(X,dx). O

PROPOSIZIONE 1.2.32. Un’isometria tra due spazi metrici € una funzione conti-
nua.

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla Proposizione 1.2.23. O

OSSERVAZIONE 1.2.33. Un’isometria tra due spazi metrici trasforma insiemi a-
perti e chiusi del primo spazio rispettivamente in insiemi aperti e chiusi del
secondo. O

Siano (X, dx), (Y,dy) e (T, dr) spazimetricie f : X =Y, g : Y — Z isometrie.
E facile provare che:
e la funzione identita di X e un’isometria di X in sé;
e la funzione inversa f~! : Y — X dell'isometria f : X — Y & un’isometria
diY in X;
e la funzione composta go f : X — Z delle due isometrie f e g € un’isometria
di X in Z.

Le tre precedenti proprieta assicurano che la relazione

“X ~Y seesiste un’isometriadi X suY ”

¢ una relazione d’equivalenza nella classe di tutti gli spazi metrici. Due spazi
metrici di una stessa classe d’equivalenza si dicono isometrici. L'insieme delle
isometrie di uno spazio metrico X in se stesso, rispetto all’operazione di com-
posizione di funzioni, risulta un gruppo che si chiama gruppo delle isometrie o
gruppo dei movimenti di X e si denota con Mov(X).

ESEMPIO 1.2.34. (Movimenti di R") Ricordiamo che una matrice A € GL(n,R) si
dice ortogonale se 'inversa A~ coincide con la trasposta A’. Le matrici ortogonali
d’ordine n formano un sottogruppo del gruppo lineare GL(n,R), che si chiama
gruppo ortogonale e si denota con OQ(n). Dai corsi di Geometria 1 e Geometria 2
sono noti i seguenti risultati.

e Un’applicazione F' di R™ in sé, con F'(0) = 0, € un movimento se, e solo se,
e rappresetata da un’equazione del tipo

x) T
@ T2

=Ar |7, (1.16)

S e

x, Tn,
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ove (z1,Za,...,%,) € R” & un generico vettore,

(2], 2hy, ... xl) = F(x1,29,...,2y,)

e Ap e la matrice ortogonale d’ordine n le cui colonne sono ordinatamente
uguali alle componenti dei vettori

F(1,0,...,0), F(0,1,0,....0),..., F(0,...,0,1).

Inoltre, I’ conserva l’orientamento di R" se, e solo se, il determinante del-
la matrice Ar € positivo. I movimenti F' di R" per cui F(0) = 0 sono
automorfismi vettoriali e si dicono applicazioni ortogonali .

e Un’applicazione F' di R" in sé & un movimento se, e solo se, e rappresetata
da un’equazione del tipo

x) 1 by
/
a1 (117)
x, T, bn
ove (by, b, ..., b,) € R™ & un vettore fissato e
x) T
/
C=a]

e I'equazione di un movimento che fissa il vettore nullo 0. Inoltre, F' con-
serva l'orientamento di R" se, e solo se, il determinante della matrice Ar
e positivo. Si osservi che, se (by,bs,...,b,) # 0, F non € una funzione
lineare. [

OSSERVAZIONE 1.2.35. I movimenti di R” che fissano il vettore nullo costituisco-
no un sottogruppo Movy(R") del gruppo Mov(R"). L'applicazione

F € Movy(R") — Ap € O(n)

€ un isomorfismo tra i gruppi Movy(R™) e O(n).

I movimenti di R™ che fissano il vettore nullo e conservano I'orientamento (rota-
zioni di centro 0) costituiscono un sottogruppo Movg (R™) del gruppo Movy(R™).
Le matrici ortogonali a determinante positivo (matrici ortogonali speciali) costi-
tuiscono un sottogruppo O*(n) (gruppo ortogonale speciale) del gruppo ortogo-
nale O(n). L'applicazione

F € Movf (R") — Ap € O"(n)

& un isomorfismo tra i gruppi Movg (R") e O (n). O



FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3 17

Le proprieta metriche di uno spazio metrico (X, d) sono le proprieta di X inva-
rianti per isometrie, ovvero invarianti rispetto al gruppo Mov(X). Si ha, dunque,
che ogni proprieta metrica vera in X e tale in un qualsiasi spazio isometrico a X,
e viceversa. Quanto detto ci permette di identificare due spazi metrici che sia-
no isometrici; in altre parole, lo studio degli spazi metrici, rispetto alle proprieta
metriche, si fa a meno di isometrie.

OSSERVAZIONE 1.2.36. (Geometria euclidea) La geometria euclidea e lo studio
delle proprieta metriche di E". O

ESEMPIO 1.2.37. La proprieta di uno spazio metrico di essere limitato € una pro-
prieta metrica. Si ha subito, infatti, che non puo esistere un’isometria tra uno
spazio metrico limitato ed uno illimitato. O

1.3 Spazi topologici: prime proprieta ed esempi

Molte nozioni e proprieta di uno spazo metrico dipendono essenzialmente dalle
proprieta degli insiemi aperti descritte nella Proposizione 1.2.19 piuttosto che
dagli assiomi (M1),(M2),(M3),(M4) della metrica. Per questo motivo, usando le
proprieta fondamentali degli aperti di uno spazio metrico, si introducono delle
strutture pitu generali degli spazi metrici stessi: gli spazi topologici.

DEFINIZIONE 1.3.1. (Spazi topologici) Siano X un insieme non vuoto, i cui ele-
menti chiamiamo punti, e 7 una famiglia di sottoinsiemi di X, i cui elementi
chiamiamo insiemi aperti o, piti semplicemente aperti. L'insieme 7 prende il
nome di topologia su X se valgono le seguenti proprieta (assiomi degli aperti):

(A1) I'insieme vuoto e X sono aperti (aperti banali);
(A2) I'unione di un insieme di aperti e un aperto;
(A3) Iintersezione di due aperti (e quindi di un numero finito) e un aperto.

Quando 7 ¢ una topologia su X, la coppia (X, 7) prende il nome di spazio topo-
logico e X si dice sostegno dello spazio. O

DEFINIZIONE 1.3.2. (Confronto di topologie) Siano 7 e o due topologie su uno
stesso insieme X. Si dice che 7 & meno fine di o, e si scrive 7 < 0, se ogni aperto
di 7 € anche un aperto di o, cioé 7 C ¢. Quando 7 € meno fine di o si dice anche
che o e pit finediT.Se 7 £ 0 e 0 £ 7 sidice che T e o sono inconfrontabili. [

OSSERVAZIONE 1.3.3. Nell'insieme di tutte le topologie su un insieme X, la rela-
zione di finezza risulta un ordine parziale. O
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ESEMPIO 1.3.4. Sia (X, 7) uno spazio topologico e, detto a un punto di X, sia 7
Iinsieme costituito dal vuoto e da tutti gli aperti di 7 contenenti il punto a. E
immediato provare che 7* € una topologia su X meno fine di 7. Inoltre, risulta
T = 7% se, e solo se, ogni aperto di 7 contiene il punto a. L'esempio precedente
mostra anche che, se un insieme o di aperti di una topologia 7 su X verifica gli
assiomi degli aperti, non e detto che o sia la famiglia 7 di tutti gli aperti di (X, 7).
Pit1 precisamente, se un insieme o di aperti di una topologia 7 su X verifica gli
assiomi degli aperti, allora o é una topologia su X meno fine di 7. O

DEFINIZIONE 1.3.5. (Sottospazi) Se (X, 7) € uno spazio topologico e Y un sottoin-
sieme non vuoto di X, la famiglia

Ty ={YNAconAer}

¢ una topologia su Y, detta topologia indotta. Lo spazio topologico (Y, 7y)
prende il nome di sottospazio topologico o, pitt semplicemente sottospazio, di
X. O

OSSERVAZIONE 1.3.6. Sia Y un sottospazio dello spazio topologico X. Ogni aper-
to di X contenuto in Y € un aperto nella topologia indotta su Y. O

ESERCIZIO 1.3.7. Sia Y un sottospazio dello spazio topologico X. Provare che gli
aperti nella topologia indotta su Y sono tutti e soli gli aperti di X contenuti in Y’
se, e solo se, Y & un aperto in X. O

Nel seguito riterremo sempre assegnato uno spazio topologico (X, 7), che spes-
so denoteremo soltanto con X, se cid non dara luogo ad equivoci. Inoltre, ogni
sottoinsieme di X sara sempre riguardato come suo sottospazio.

DEFINIZIONE 1.3.8. (Insiemi chiusi) Un sottoinsieme C' di uno spazio topologico
X si dice insieme chiuso o, piu semplicemente chiuso, se il suo complementa-
re €(C) € un aperto in X. Se Y e un sottoinsieme di X, un chiuso di Y ¢ un
sottoinsieme di Y chiuso nella topologia indotta. O

ESERCIZIO 1.3.9. Sia Y un sottospazio dello spazio topologico X. Provare che i
chiusi nella topologia indotta su Y sono tutte e sole le intersezioni dei chiusi di X
con Y, in particolare, ogni chiuso di X contenuto in Y € un chiuso nella topologia
indotta su Y. Provare, inoltre, che i chiusi nella topologia indotta su Y sono tutti
e soli i chiusi di X contenutiin Y se, e solo se, Y € un chiuso in X. O

L'insieme di tutti i chiusi dello spazio topologico (X, ) sara denotato con ¢ o,
pit semplicemente, con €. E chiaro che, essendo il complemento di un chiuso un
aperto e valendo le (1.1), vi € una dualita tra I'insieme 7 degli aperti e quello ¢,
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dei chiusi, che scambia tra loro “aperti con chiusi”, “unione con intersezione” e
“contenente con contenuto”. Questo, tra l'altro, significa che la conoscenza di ¢
equivale alla conoscenza di 7. Utilizzando le (1.1) & facile provare che i chiusi di
uno spazio topologico X verificano le seguenti proprieta:

e l’insieme vuoto e X sono chiusi (chiusi banali);

e ['unione di due chiusi (e quindi di un numero finito) e un chiuso;

e lintersezione di un insieme di chiusi e un chiuso.
Se un insieme di chiusi di una topologia 7 su X verifica le tre precedenti proprieta,
non & detto che sia la famiglia di tutti i chiusi di 7. Per esempio, supponiamo
che esista in (X, 7) un chiuso non contenente un fissato punto a € X. Allora
I'insieme costituito dal vuoto e da tutti i chiusi contenenti a verifica le nostre
proprieta e non e l'insieme di tutti i chiusi di (X, 7). Cio nonostante, le proprieta
in questione possono considerarsi caratteristiche dei chiusi e possono essere usate
come assiomi per definire una topologia, nel senso precisato dalla proposizione
che segue.

PROPOSIZIONE 1.3.10. Siano X un insieme non vuoto e ¢ un insieme di sottoin-
siemi di X, i cui elementi chiamiamo chiusi. Supponiamo che siano verificate le
seguenti proprieta (assiomi dei chiusi):

(C1) I'insieme vuoto e X sono chiusi;

(C2) I'unione di due chiusi (e quindi di un numero finito) e un chiuso;

(C3) l'intersezione di un insieme di chiusi e un chiuso.

Allora T = {€(C) : C € €} e 'unica topologia su X per cui ¢ e l'insieme dei
chiusi; cioe ¢ = €- .

DIMOSTRAZIONE. E una facile conseguenza delle (1.1). Il

EsSEMPI 1.3.11. Siano X un insieme non vuoto e P(X) l'insieme delle sue parti.

e {(), X} e una topologia su X, detta banale. Questa topologia ha solo due
aperti (il minimo numero possibile), che sono anche chiusi. Essa ¢ la meno
fine fra tutte le topologie definite su X.

e P(X), lI'insieme delle parti di X, & una topologia su X, detta discreta. In
questa topologia ogni sottoinsieme di X e aperto e chiuso. La topologia
discreta e la pit fine fra tutte le topologie definite su X e coincide con quella
banale solo nel caso in cui X € un singleton, cioé un insieme con un unico
elemento.

e {0,Y, X}, conf) #Y C X, e una topologia su X, detta topologia con tre
aperti. I chiusi di questa topologia sono: 0, %(Y), X.

e X eisuoi sottoinsiemi finiti sono i chiusi di una topologia su X, detta topo-
logia cofinita. Gli aperti non vuoti di questa topologia sono i sottoinsiemi
cofiniti, cioé i complementari degli insiemi finiti. Quando X e finito, la
topologia cofinita coincide con quella discreta. O
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ESEMPIO 1.3.12. (Topologia somma) Siano (X, 7), (X, 72) due spazi topologici
con sostegni disgiunti e poniamo

7':7‘1U7'2:{A1UA2gXlLJXgCOHAl67‘1,AQETQ}. (118)

La famiglia 7, come subito si prova, & una topologia sull’'unione X; U X, che
prende il nome di topologia somma, o unione, di 7, e 7,. Lo spazio topologi-
co (X7 U Xy, 7) si chiama spazio somma, o unione, di (X;,71) e (X3, 7) e sara
denotato con X; U X;. E facile rendersi conto che valgono le seguenti propierta:
e ogni aperto in X; e X, & aperto anche in X; LI X5, in particolare X; e X, sono
aperti in X; L Xo;
e la topologia indottada 7su X; e 7, ¢ =1,2; O

ESEMPIO 1.3.13. (Topologia indottasu X da f : X — Y) Siano X un insieme, (Y, 0)
uno spazio topologico e f : X — Y una funzione. La famiglia

fHo)={f"(4) : Aca}
€ una topologia su X che prende il nome di topologia indotta da f su X. O

ESEMPIO 1.3.14. (Topologia indotta su Y da f : X — Y) Siano (X, 7) uno spazio
topologico, Y un insieme e f : X — Y una funzione. La famiglia

7 ={T CY taleche f7'(T) € 7}
e una topologia su Y che prende il nome di topologia indottada f suY . [

ESEMPIO 1.3.15. (Topologia naturale di R) Un sottoinsieme A di R si dice aper-
to naturale se & vuoto o se € unione di intervalli aperti. L'insieme degli aperti
naturali di R e una topologia su R, detta topologia naturale (cfr. Proposizione
1.2.19). O

ESEMPIO 1.3.16. (Topologia naturale di R") Sia n un intero positivo. Un sottoin-
sieme A di R” si dice aperto naturale se & vuoto o se & unione di sfere aper-
te. L'insieme degli aperti naturali di R” & una topologia su R", detta topologia
naturale. Ovviamente, nel caso n = 1, si ritrova la topologia naturale di R (cfr.
Proposizione 1.2.19) O]

ESEMPIO 1.3.17. (Topologia naturale di R™"™) Sia R™™ l'insieme delle matrici di
tipo n x m ad elementi in R. Posto

11 QAir2 -+ Qim
Q21 Q22 -+ Q2m

A:

apn1 Ap2 - Apm
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a = (al,la a1,2,° " ,A1,m, 021,022, ,A2.m " " An1,An2, """ >an,m>/

PN

la funzione f : A € R™™ — a € R™ ¢ biunivoca e la topologia indotta su R™™
dalla funzione f si dice topologia naturale di R™™. Chiaramente la topologia
naturale di R™™ e proprio quella indotta dalla metrica euclidea d (cfr. Esempio
1.2.6). O

ESEMPIO 1.3.18. (Topologia associata ad una metrica) L'insieme 7,(X) di tutti gli
aperti di uno spazio metrico (X, d) € una topologia su X, detta topologia associa-
ta alla metrica d. Per esempio, la topologia associata alla metrica euclidea di R" e
la topologia naturale di R" (cfr. Proposizione 1.2.19). O

ESEMPIO 1.3.19. (Topologia del tiro a bersaglio) Sia ¢ un punto di uno spazio me-
trico X. Allora l'insieme vuoto, X e gli intorni sferici aperti di centro a sono gli
aperti di una topologia su X, che si dice topologia del tiro a bersaglio. O

ESEMPIO 1.3.20. (Topologia delle semirette sinistre aperte) Per ogni numero reale
a, chiamiamo semiretta sinistra aperta di vertice a, e la denotiamo con 5,, l'inter-
vallo (—o0, a). E chiaro che, se a < b, risulta S, N S, = S,. D’altra parte, se { S, }aca
€ una famiglia di semirette sinistre aperte, risulta

Usi -

acA Se s se A e limitato superiormente e e = sup{ A}

R, se A non e limitato superiormente

Allora, I'insieme vuoto, R e le semirette sinistre aperte sono gli aperti di una to-
pologia su R, che si chiama topologia delle semirette sinistre aperte o topologia
della semicontinuita superiore di R. In questa topologia i chiusi non banali sono
le semirette destre chiuse. Osserviamo che ogni semiretta .5, € unione di intervalli
aperti perché risulta
Sa = J(,a).
b<a
Ne segue che la topologia delle semirette sinistre aperte ¢ meno fine di quella
naturale di R. N

ESERCIZIO 1.3.21. Provare che la topologia delle semirette sinistre aperte di R e
quella cofinita su un insieme infinito verificano la seguente proprieta: due aperti
non vuoti sono ad intersezione non vuota. O

Nel seguito, tranne esplicito avviso, supporremo sempre che R", n > 0, sia
dotato della topologia naturale e, se non vi e luogo ad equivoci, i suoi aperti
naturali saranno chiamati semplicemente aperti. Analogamente, supporremo
sempre che uno spazio metrico (X, d) sia dotato della topologia associata a d.
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DEFINIZIONE 1.3.22. Uno spazio tolopologico (X, 7) si dice metrizzabile se esiste
una metrica d su X la cui topologia associata 7; coincide con 7. O

ESEMPI 1.3.23. Le topologie associate alle metriche, ovviamente, sono metrizza-
bili “per costruzione”. La topologia con tre aperti su un insieme X, con | X| > 2,
e la topologia di R delle semirette sinistre aperte non sono metrizzabili perché i
loro punti non sono tutti chiusi (cfr. Esercizio 1.2.18). O

DEFINIZIONE 1.3.24. (Basi) Siano X = (X, 7) uno spazio topologicoe B = { B} jc;
una sua famiglia di aperti. Si dice che B & una base (per la topologia 7) se ogni
aperto di X e unione di elementi di . O

ESEMPIO 1.3.25. (Sfere aperte e basi) Una base della topologia associata ad uno
spazio metrico €, per costruzione, I'insieme di tutte le sfere aperte. In particolare,
gli intorni circolari aperti di R? e gli intervalli aperti di R sono basi rispettivamen-
te per R? e R. O

ESERCIZIO 1.3.26. Siano X uno spazio topologico, ¥ un suo sottospazio e B
una base di X. Provare che la famiglia degli aperti di Y ottenuti intersecando
gli elementi di B con Y & una base di Y. O

Tenendo presente che l'intersezione di due elementi di una base & un aperto, si
ha subito la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 1.3.27. Sia X uno spazio topologico. Se B = {B,};c; € una base
di X, allora sono verificate le seguenti proprieta:
e B3 é un ricoprimento di aperti di X;
e perognix € B;,NDB,,esistek € J talechex € B, C B,NDB,, perognis,t € J
(cioe Bs; N B; € unione di elementi di B).

Se un insieme di aperti B di una topologia 7 su X verifica le due precedenti pro-
prieta, non e detto che B sia una base per 7. Per esempio, gli intorni sferici di
centro un fissato punto di R" verificano le nostre proprieta e, evidentemente, non
costituiscono una base della topologia naturale. Anche le proprieta in questione,
pero, possono essere usate come assiomi per una topologia nel senso precisato
dalla seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 1.3.28. Siano X un insieme non vuoto e B = { B, } jc; una famiglia

di sottoinsiemi di X per cui siano verificate le seguenti proprieta (assiomi delle

basi):

(B1) B e un ricoprimento di X;

(B2) perognix € B;NB;,esistek € J talechex € B, C B;NB;, perognis,t € J,
cioé B, N B; é unione di elementi di B.
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Allora I'insieme vuoto e le unioni di elementi di B sono gli aperti di un’unica
topologia 73 su X per cui B é una base (topologia associata a B).

DIMOSTRAZIONE. E lasciata al Lettore. O

E chiaro che, se B & una base per una topologia 7 su X, la topologia 75 associata a
B coincide con 7.

ESEMPIO 1.3.29. (La retta di Sorgenfrey) L'insieme B, degli intervalli c.a. di R, cioé
del tipo [a, b), verifica gli assiomi delle basi e quindi esiste un'unica topologia su
R per cui B, € una base (cfr. Proposizione 1.3.28). Questa topologia si chiama
topologia di Sorgenfrey o degli intervalli c.a. e i suoi aperti non vuoti sono
le unioni di intervalli c.a.. L'insieme dei numeri reali con questa topologia si
chiama retta di Sorgenfrey. Osserviamo che ogni intervallo aperto (a, b) € unione
di intervalli c.a. perché risulta

(a,0)= | [eb).

Ne segue che la topologia naturale di R e meno fine di quella di Sorgenfrey. [

DEFINIZIONE 1.3.30. (Secondo assioma di numerabilita) Si dice che uno spazio to-
pologico X verifica il secondo assioma di numerabilita, o che ¢ uno spazio .43,
se possiede una base finita o numerabile. Gli spazi topologici .45 si dicono anche
a base numerabile. O

ESEMPIO 1.3.31. (R" & .43) In R" la famiglia
B ={Bi(a) : n > 1intero e a punto a coordinate razionali}

€ una base numerabile e, quindi, R" & 5. O

ESEMPIO 1.3.32. (La retta di Sorgenfrey non & .43) Sia B una base della topologia
di Sorgenfrey. Allora, fissato un numero reale positivo a, per ogni z € R esiste un
elemento B, € Bconz € B, C [x,x+a).Sey € Rey >z, risultaz & [y,y +a) e
quindi z ¢ B,. Ne segue che la funzione

reR— B, eB

e iniettiva e, di conseguenza, la cardinalita di B non puo essere minore di |R|, la
potenza del continuo. Abbiamo cosi che B non & numerabile. [

ESEMPIO 1.3.33. (La topologia discreta non & necessariamente .45) Nella topologia
discreta su un insieme X tutti i punti sono aperti e quindi, in questa topologia,
ogni base deve necessariamente contenere tutti i singleton di X. Allora, se X &
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infinito e non numerabile, la topologia discreta di X non puo avere basi finite o
numerabili. Per esempio, non e .4; la topologia discreta su R".

Poiche la topologia discreta e associata alla metrica discreta, quanto precedente-
mente detto prova che la topologia di uno spazio metrico non é necessariamente
a base numerabile. O

PROPOSIZIONE 1.3.34. (Una topologia .#; ha cardinalita non superiore al continuo)
Sia (X, 7) uno spazio a base numerabile. Allora T ha cardinalita non superiore
alla potenza del continuo.

DIMOSTRAZIONE. Se B & una base finita 0 numerabile di 7 e 2 I'insieme delle
parti di B, la cardinalita di 2° non supera quella del continuo. D’altra parte la
funzione che ad ogni sottoinsieme A di B associa l'aperto Uac 4 A € T & suriettiva
e, quindi, la cardinatita di 7 non supera quella di 25, da cui I'asserto. O

DEFINIZIONE 1.3.35. (Intorni e sistemi fondamentali di intorni) Siano X = (X, 7)
uno spazio topologico e a un suo punto.

e Un sottoinsieme U di X si dice intorno di a se contiene un aperto contenente
a.

e Una famiglia U, = {U,},c; di intorni di « si dice sistema fondamentale di
intorni di a se ogni aperto A contenente a contiene un intorno U € U,,.

e Un sistema fondamentale di intorni di X e una famiglia i/ = {U, },cx, ove
U, € un sistema fondamentale di intorni di @, per ogni a € X. O

PROPOSIZIONE 1.3.36. (Intorni e aperti) Sia X = (X, 7) uno spazio topologico. Un
sottoinsieme A di X é aperto se, e solo se, ogni punto di A possiede almeno un
intorno contenuto in A.

DIMOSTRAZIONE. Se A ¢ aperto, risulta intorno di ogni suo punto. Se ogni
punto a di un insieme A C X possiede un intorno U, contenuto in A, esiste un
aperto A, tale chea € A, C U, C A. Allora risulta A = U,caA4, e A, in quanto
unione di aperti, & un aperto. [

ESERCIZIO 1.3.37. Siano (X, 7) uno spazio topologico e Y un sottospazio con la
topologia indotta 7y . Provare che:
e sea €Y eUeunintornodiain X, allora U NY e un intorno di a in 7y;
e sea € Y el, & un sistema fondamentale di intorni di a in X, allora {UNY :
U € U,} & un sistema fondamentale di intorni di a in 7y-.

PROPOSIZIONE 1.3.38. (Sistemi fondamentali di intorni e basi) Se X = (X, 1) é uno
spazio topologico, si ha:
o sed = {U,}aex € un sistema fondamentale di intorni aperti di X, allora
By = U,ex Us € una base di X;
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e se B é una base di X, postoU, = {B € B : a € B} perognia € X, la
famigliald = {U, },cx € un sistema fondamentale di intorni aperti di X.

DIMOSTRAZIONE. Se U = {U,}.cx € un sistema fondamentale di intorni aperti
di X, allora By = J,cx Ua € un ricoprimento di aperti di X. Inoltre, se A & un
aperto, ogni punto a € A appartiene ad un intorno U € U, contenuto in A e, cosi,
By, € una base di X.

D’altra parte, se 5 ¢ una base di X e, pera € X,siponeld, ={B € B : a € B},
ogni aperto A contenente a contiene un elemento di ¢/, contenuto in A. Ne segue
che U = {U,}acx € un sistema fondamentale di intorni aperti di X. O

DEFINIZIONE 1.3.39. (Primo assioma di numerabilita) Si dice che uno spazio topo-
logico X verifica il primo assioma di numerabilita, o che € uno spazio .41, se ogni
suo punto possiede un sistema fondamentale di intorni finito o numerabile. [J

ESEMPIO 1.3.40. (Gli spazi metrici sono .#7) Per ogni punto a di uno spazio metrico
X, la famiglia
U, ={Bi(a) : n > 1intero}
e un sistema fondamentale di intorni di a finito o numerabile e, quindi, X e .41.
O

PROPOSIZIONE 1.3.41. (.43 = .#7) Se uno spazio topologico X é .45, allora é anche
M.

DIMOSTRAZIONE. Segue immediatamente dalla seconda parte Proposizione
1.3.38. O

ESEMPIO 1.3.42. (La retta di Sorgenfrey & .#7) Per ogni a € R, la famiglia
1
{la,a+ —), n intero positivo}
n

e un sistema fondamentale di intorni numerabile di a nella topologia di Sorgen-
frey. La retta di Sorgenfrey ¢ dunque .#;. Questo ¢ un esempio di spazio .#; che
non e .4 (cfr. Esempio 1.3.32); cosi abbiamo che la proposizione precedente non
puo invertirsi. [

ESERCIZIO 1.3.43. Provare che gli spazi topologici discreti sono .4;. O

DEFINIZIONE 1.3.44. (Chiusura e interno di un insieme) Siano X = (X, 7) uno
spazio topologico e Y un sottoinsieme di X. L'intersezione di tutti i chiusi di X
contenenti Y si chiama chiusura di} e si denota con Y. L'unione di tutti gli aperti

di X contenutiin Y si chiama interno, o parte interna, di Y e si denota con Y. Un

punto appartenente Y si dice interno a Y. Un punto interno al complemento di V'
si dice esterno aY. O
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Se Y C X, l'insieme dei chiusi contenenti Y & non vuoto perché X stesso e un
chiuso contenente Y. Cosi, la chiusura Y di Y, essendo intersezione di chiusi, e
(o]

un chiuso contenente Y e, se Y € non vuoto, anche Y € non vuoto. L'interno Y di
Y, essendo unione di aperti, & un aperto contenuto in Y e puo essere vuoto pur
essendo Y non vuoto. Le funzioni

YeP(X) 5 YeEPX) e YePX) = YeP(X)

prendono rispettivamente il nome di operatore di chiusura e operatore di pas-
saggio all’interno dello spazio topologico X.

ESERCIZIO 1.3.45. (Proprieta della chiusura e dell’interno) Provare che valgono le
seguenti proprieta per la chiusura e l'interno di un insieme Y C X:

e YCY O?QY
e Y =Y & Y echiuso oYziO/(:)Yéaperto
V-V eV -V
e D=0 « X=X N

OSSERVAZIONE 1.3.46. In uno spazio topologico, in forza del precedente eserci-
zio, si ha che

e gli insiemi chiusi sono tutti e soli gli elementi uniti nell’operatore di chiusu-

ra,
e gli insiemi aperti sono tutti e soli gli elementi uniti nell’operatore di passag-
gio all’interno. O

PROPOSIZIONE 1.3.47. Se X = (X, ) e uno spazio topologico e Y un sottoinsie-
me di X, risulta

o

S o o ——
YUT=YUT e YNT=YnNT. (1.19)

DIMOSTRAZIONE. Dall'essereY C Y, T C T segue Y UT C YUTe, quindi,

YUT CYUT = 7_U T. D’altra parte, dall’essere Y, 7 C Y UT segue Y , T C
Y UT e quindi, Y UT C Y UT. Abbiamo cosi la prima delle (1.19); la seconda si
prova in modo analogo. [

ESERCIZIO 1.3.48. Siano X un insieme non vuoto e
Y e P(X) - Y € P(X) (1.20)

una funzione tale che

YCY, Y=Y, 0=0, YUT=YUT,
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per ogni Y, T C X. Provare che la famiglia ¥ = {C C X : C = C} ¢ la famiglia
dei chiusi dell'unica topologia su X per cui la funzione (1.20) e I'operatore di
chiusura. O

ESERCIZIO 1.3.49. Siano X un insieme non vuoto e
Y € P(X) = Y € P(X) (1.21)

una funzione tale che

YCY, Y=Y, X=X, YNT=YnNT,

per ogni Y, T C X. Provare che la famigliat = {A C X : A= ;l} e la famiglia
degli aperti dell'unica topologia su X per cui la funzione (1.21) & l'operatore di
passaggio all’interno. O

ESERCIZIO 1.3.50. Provare che in R” risulta:

o

B(a) = D,(a), Dy(a) = Bi(a), S,(a) =0, (1.22)

per ogni a € X e ogni numero reale positivo r. Trovare qualche esempio di spazio
metrico in cui le (1.22) non sono verificate. Il

DEFINIZIONE 1.3.51. (Aderenza) Siano X uno spazio topologico e Y un sottoin-
sieme di X. Un punto a € X di dice di aderenza per Y, o aderente ad Y, se ogni
intorno di a e ad intersezione non vuota con Y. [l

PROPOSIZIONE 1.3.52. (Aderenza e chiusura) L'insieme dei punti di aderenza di
un insieme di punti Y di uno spazio topologico coincide con la chiusuraY diY.

DIMOSTRAZIONE. Proveremo, per contrapposizione, che un punto y non é di
aderenza perY se, e solo se, y non appartiene alla chiusura di Y.

Se y non e aderente a Y, esiste un aperto A contenente y e disgiunto da Y. Allora
il complemento di A e un chiuso contenente Y cui y non appartiene e cio significa
che y non appartiene alla chiusura di Y. Viceversa, se y ¢ Y, il complemento di Y’
e un aperto contenente y disgiunto da Y e, cosi, y non € aderente a Y. O

DEFINIZIONE 1.3.53. (Punti di accumulazione, isolati e di frontiera, insiemi densi)
Siano X = (X, 7) uno spazio topologico e Y un sottoinsieme di X. Un punto a
aderente a Y si dice

e di accumulazione per Y se ogni intorno di a contiene qualche punto di Y
diverso da «;
e isolato perY se esiste un intorno di a che interseca Y nel solo punto a;
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e di frontiera perY se € aderente anche a ¢'(Y).

L'insieme dei punti di accumulazione di Y prende il nome di derivato di Y e si
denota con D(Y). L'insieme dei punti isolati di ¥ prende il nome di isolato di
Y e si denota con /(Y'). L'insieme dei punti di frontiera di ¥ prende il nome di
frontiera di Y e si denota con 0Y. Se ogni punto dello spazio X ¢ aderente a Y,
ciod Y = X, si dice che Y & denso in X. O

ESERCIZIO 1.3.54. Provare che, per Y C X, valgono le seguenti relazioni:
Y=YUDY)=YUdY, IY)=Y\D(). (1.23)
O

DEFINIZIONE 1.3.55. (Spazi separabili) Uno spazio topologico X si dice separa-
bile se contiene un sottoinsieme D finito o numerabile che sia denso in X, cioe
D=X. O

PROPOSIZIONE 1.3.56. (.43 = separabilita) Se uno spazio topologico X e .43,
allora é anche separabile.

DIMOSTRAZIONE. Sia B = {B,}c; una base di X, con J insieme finito o nu-
merabile. Allora, usando l’assioma della scelta, possiamo considerare un punto
r; € Bj, perogni j € J, e costruire l'insieme D = {z; : j € J}. Ora, se y € un
punto di X, ogni intorno di y contiene un elemento di B contenente y e, quindi,
un punto di D. Cosi ogni punto di X e aderente a D, che per costruzione & finito
o numerabile. O

ESEMPIO 1.3.57. (R" & separabile) In forza della precedente proposizione R" con
la topologia naturale, essendo .45, € separabile. Per esempio, I'insieme dei punti
di R" a coordinate razionali € denso in R" e numerabile. O

ESEMPIO 1.3.58. (La retta di Sorgenfrey ¢ separabile) Ogni intervallo di R del tipo
[a,b) contiene numeri razionali. Cio significa che I'insieme Q dei numeri raziona-
li, che & numerabile, € denso in R con la topologia di Sorgenfrey. In altre parole,
la retta di Sorgenfrey e separabile. Questo € un esempio di spazio separabile che
non é 4, (cfr. Esempio 1.3.32); cosi abbiamo che la proposizione precedente non
puo invertirsi. [

La Proposizione 1.3.56 si inverte nel caso degli spazi metrici.

PROPOSIZIONE 1.3.59. (Negli spazi metrici la separabilita implica .#3) Uno spazio
metrico (X, d) che sia separabile e anche .A5.
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DIMOSTRAZIONE. Se D & un insieme numerabile di punti di X tale che D = X,
vogliamo provare che la famiglia
B={By(y) :y€D,qeQ"},

che € numerabile, risulta una base di X. A tale scopo, osservato che B e un rico-
primento di X, basta far vedere che ogni intorno sferico B, (z),z € X, r € Rt ¢
unione di elementi di B.

Per ogni punto z € B,(z), sia p € R" tale che B,(z) C B,(x) e, considerato un
punto y € Bs(z) N D, sia g € Q tale che

d(y,2)<q<g,

da cui z € B,(y) € B. Proviamo che B,(y) C B,(z) :

t € By(y) = d(t,z) <d(t,y) +d(y,z) <q+q< g+g:p,

quindi ¢ appartiene a B,(z) e 1’asserto e provato. O

Figura 1.4: Proposizione 1.3.59
OSSERVAZIONE 1.3.60. (Laretta di Sorgenfrey non & metrizzabile) L'Esempio 1.3.58

e la Proposizione 1.3.59 assicurano che la retta di Sorgenfrey non e metrizzabile.
O

1.4 Complementi

1.4.1 Latopologia di Zariski di "

Siano F un campo infinito, X;, X, ..., X,, indeterminate e, posto

X = (X1, Xo,..., X,
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sia F[ X| = F[Xy, Xs,...,X,] 'anello dei polinomi su F in X;, Xs, ..., X,. Ricor-
diamo che un elemento a € F" & uno zero di un polinomio f(X) € F[X], o
dell’equazione algebrica f(X) = 0, se risulta f(a) = 0. Un insieme di punti di F"
prende il nome di insieme algebrico, o varieta algebrica, se & il luogo degli zeri

di un sistema di equazioni algebriche. Se

S ={fi(X)}iez

e un insieme di polinomi di F[ X ], denotiamo con V (S) I'insieme algebrico luogo
degli zeri del sistema

{fi(X) = O}iez, (1.24)

poniamo cioe
V(S)={acF" : fi(a) =0, perogniic I}, (1.25)

e diciamo che V (S5) e rappresentato dalle (1.24), o che le (1.24) sono le equazioni
di V(.S). Vale il risultato fondamentale seguente.

PROPOSIZIONE 1.4.1. (Teorema della base di Hilbert) Ogni sistema di equazioni
algebriche a coefficienti in un campo I e equivalente ad un sistema finito. Equi-
valentemente, ogni insieme algebrico puo essere rappresentato da un numero
tinito di equazioni. O]

Un sistema incompatibile, per esempio {X; = 0,X; = 1}, e un’identita, per
esempio {0 = 0}, rappresentano rispettivamente 1'insieme vuoto e l'intero spazio
F*. Abbiamo cosi che:

(C1) I'insieme vuoto e F" sono insiemi algebrici.

Siano X = V(5) e Y = V(T') due insiemi algebrici rappresentati rispettivamente
da S eT. Posto
W={f(X)g(X) : feSegeT}

consideriamo l'insieme algebrico Z = V(W). Un punto @ € X UY é tale che
f(a)g(a) =0,perogni f € S e geT,equindi

XUY CZ.

D’altra parte, se un punto a € Z non appartiene a X (risp. a Y), esiste f € S (risp.
g € T) tale che f(a) # 0 (risp. g(a) # 0) e, dovendo essere f(a)g(a) = 0 per ogni
g € T (risp. f(a)g(a) = 0 per ogni f € ), risulta @ € Y (risp. a € X), e quindi

ZCXUY.

Risulta dunque Z = X UY e abbiamo che:
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(C2) I'unione di due insiemi algebrici é un insieme algebrico.

Siano ora {V; = V(5;) }iez una famiglia di insiemi algebrici ove ogni V; & rappre-
sentato da S;, per ogni i € Z. Allora si ha subito che il sistema associato a
rappresenta l'intersezione degli insiemi algebrici V;, al variare di ¢ € Z, cioe

1% <U5i> =(V(S)

€T 1€T

ZEI

Ne segue che:

(C3) I'intersezione di una famiglia di insiemi algebrici  un insieme algebrico.
Gli insiemi algebrici di F* verificano dunque gli assiomi dei chiusi e, quindi, essi
sono i chiusi di un’unica topologia su ", che prende il nome di topologia di
Zariski di F". In questa topologia gli aperti sono i complementari degli insiemi
algebrici.

PROPOSIZIONE 1.4.2. La topologia di Zariski di F” verifica le seguenti proprieta:

e ogni punto e chiuso;

e ogni insieme algebrico ¢ intersezione di (un numero finito di) insiemi alge-
brici ciascuno dei quali e rappresentato da una sola equazione (ipersuper-
fici algebriche);

e i complementari delle ipersuperfici algebriche costituiscono una base.

DIMOSTRAZIONE. Segue dall’'uguaglianza
{CL = (al,az,...,an)} = V(X1 = CL1,X2 = CLQ,...7Xn = an),
per ogni a € ", e dal teorema della base di Hilbert. O

PROPOSIZIONE 1.4.3. Se I'unione di due insiemi algebrici V' (S) e V(1) éF", allora
uno dei due insiemi coincide con F".

DIMOSTRAZIONE. Sia V(S) U V(T) = F". Nell'ipotesi V(S5) # F", esiste un
polinomio f(X) € S non identicamente nullo. Allora, ogni g(X) € T e identi-
camente nullo perché e identicamente nullo il prodotto f(X)g(X). Ne segue che
V(T) = F™. Allo stesso modo si ragiona se si assume V(T') # F" e 'asserto e
completamente provato. [

Il corollario che segue ¢ immediata conseguenza della proposizione precedente.

COROLLARIO 1.4.4. Nella topologia di Zariski di ", I'intersezione di due aperti
non vuoti € non vuota.

OSSERVAZIONE 1.4.5. La topologia di Zariski puo definirsi anche quando IF ¢ un
campo finito. In questo caso si ottiene la topologia discreta su F" (provarlo per
esercizio). ]
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1.4.2 Topologia di Zariski dello spettro di un anello

Sia A un anello commutativo unitario e ricordiamo che un ideale proprio p di A
si dice primo se verifica la seguente proprieta:

a,bep, agp=>bep.

Ricordiamo anche che, L'ideale nullo (0) = {0} e primo se, e solo se, A & un
dominio di integrita.

Definiamo spettro di A l'insieme Spec(A) degli ideali primi di A e, per ogni
sottoinsieme X di elementi di A, poniamo

V(X)={p € Spec(A) : X C p}. (1.26)

Chiaramente risulta
V(X) = V((X)),
ove (X) denota l'ideale generato da X e, in particolare, se X stesso & un ideale a
di A, abbiamo
V(a) ={p € Spec(A) : a < p}. (1.27)

Risulta, inoltre,
XCYCA=V(Y)CV(X).

Ricordiamo che , il radicale di un ideale a, che si denota con rad(a), & I'ideale
definito da

rad(a) = {x € A : 2" € a, per qualche n € N*}

e chiaramente risulta a < rad(a). E possibile provare che rad(a) & 'intersezione
di tutti gli ideali primi di A contenenti a.

PROPOSIZIONE 1.4.6. Per ogni ideale a di A risulta V' (a) = V (rad(a)).

DIMOSTRAZIONE. Poiché a < rad(a), risulta V(rad(a)) C V(a). Ora, se p €
V(a) e prendiamo = € rad(a), esiste un intero n tale che 2 € a C p. Poiché p &
primo, abbiamo x € p; quindi rad(a) < pep € V(rad(a)). In conclusione risulta
V(a) C V(rad(a)) el’asserto e provato. O

OSSERVAZIONE 1.4.7. In forza della precedente proposizione abbiamo che la
funzione @ — V(a) definita dalla (1.27) non é iniettiva e, per due ideali a, b,
risulta

V(a) =V(b) & rad(a) = rad(b) .
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OSSERVAZIONE 1.4.8. Sia F un campo infinito. Se A = F[X;, X5,..., X, ] e,seY e
un insieme algebrico di ", denotiamo con /(Y") I'ideale dei polinomi di A che si
annullano su Y. Osserviamo che, se a € un punto di F", I'ideale I(a) & un ideale
primo, cioe un elemento di Spec(A). Inoltre, se Y & un insieme algebrico in F”,
il sottoinsieme V' (I(Y')) di Spec(A) contiene tutti gli ideali primi /(a) di Spec(A),
per ogni a € Y. Nasce cosi la funzione che ad un punto a di F" associa il punto
I(a) di Spec(A) e, per ogni insieme algebrico Y in F”, risulta

{I{(a) :acY} CV(Y)).
Questa osservazione suggerisce di definire sullo spettro di un anello una topolo-
gia che in qualche modo generalizzi quella di Zariski di F". Le proprieta di tale

topologia, che fra poco vedremo si puo effettivamente definire, sono di fonda-
mentale importanza per la geometria algebrica e I’algebra commutativa. O

PROPOSIZIONE 1.4.9. La famiglia ¢, dei sottoinsiemi di Spec(A) della forma
V(a), con a ideale di A, verifica gli assiomi dei chiusi.

DIMOSTRAZIONE. Risulta V(0) = Spec(A) e V(A) = 0 e, quindi, 'insieme
vuoto e Spec(A) sono elementi di 6.

Se {a;} c; € una famiglia di ideali di A, risulta

pEﬂV(aj)ﬁpEV(aj),VjEJ@ajQp,VjEJ@pEV((Uaﬂ) ,

jeJ jeJ
cosi l'intersezione di una famiglia di elementi di ¢, appartiene a 6.

Siano a, b due ideali di A, p € Spec(A) e supponiamo
peV(ianb), pgV(ia)uV(b).

Osserviamo che da p ¢ V(a) UV (b), abbiamo a Z p, b Z p e, quindi, esistono
un elemento @ € a \ p, un elemento b € b\ p e ab € a N b. D’altra parte, da
p € V(aNb), abbiamo ab € p e, essendo p primo, 0oa € pob € b, il che &
assurdo in forza dell’osservazione precedente. Cid prova che, se p € V(a Nb)
allorap € V(a) UV (b), cioe

V(anb) C V(a)UV(b).

Ora, se supponiamo p € V(a) U V(b), abbiamo a C p, b C pe, quindi, p €
V(anb), cioe
V(a)uV(b) CV(anbd).

Resta allora provato che

V(a)UV(b) = V(anb)
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e cosi l'intersezione di due elementi di ¢, appartiene a €. ]

La topologia di Spec(A) definita dalla proposizione precedente prende il nome
di topologia di Zariski di Spec(A) o topologia spettrale di A. Naturalmente, gli
aperti di tale topologia sono i sottoinsiemi di Spec(A) i cui complementari sono
del tipo (1.27).

Per ogni x € A, I'insieme

B, = Spec(A) \ V((z)) = {p € Spec(A) : z ¢ p},

€ un aperto e, per ogni ideale a di A, risulta

p € Spec(A)\V(a)©a ps esister€a: x¢p, cloepe B, < p¢€ UBx,
rea
cioe
Spec(A)\V(a) = | J B, .
rEa

Da quanto appena osservato segue facilmente la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 1.4.10. La famiglia { B, },c4 € una base per la topologia di Zariski
di Spec(A).

ESEMPIO 1.4.11. Ogni campo F contiene un unico ideale: 'ideale nullo (0). Ab-
biamo dunque Spec(F) = {(0)}.

ESEMPIO 1.4.12. L'anello Z degli interi relativi € un dominio di integrita ad ideali
principali, quindi 1'ideale nullo & primo e ogni ideale di Z e del tipo

(n)=A{hn : heZ},

ove n & un fissato intero; in particolare abbiamo (0) = {0} e (1) = Z. Inoltre, gli
ideali primi non nulli sono tutti e soli quelli del tipo (p), con p primo; pertanto

Spec(Z) = {(0)} U{(p) : conpprimo }

e, perognin € 7,
V(n) ={(p) : pdividen}.

Quanto appena osservato assicura che Spec(Z) € I'unico chiuso della topologia
spettrale di Z che contiene propriamente l'ideale nullo. Allora la chiusura del
singleton {(0)} & Spec(Z) e i sottoinsiemi densi di Spec(Z) sono tutti e soli quelli
che contengono {(0)}. Ne segue che 'ideale nullo appartiene a qualsiasi aperto
non vuoto e, di conseguenza, la topologia in esame ¢ irriducibile. O

ESERCIZIO 1.4.13. Provare che la topologia di Zariski dello spettro di un dominio
di integrita e irriducibile. O
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1.4.3 Alcuni assiomi di separazione

Molte proprieta di ampie classi di spazi topologici dipendono dalla possibilita di
"separare” i propri punti mediante gli aperti ed € appunto in quest’ambito che
s'inquadrano gli argomenti che tratteremo nel presente numero.

DEFINIZIONE 1.4.14. Sia X uno spazio topologico. Si dice che X e

e uno spazio T se, per ogni coppia di punti distinti di X, esiste un intorno di
uno dei due che non contiene l'altro (assioma, o proprieta, di separazione
Ty o di Kolmogoroff);

e uno spazio T se, per ogni coppia di punti distinti a, b di X, esiste un intorno
di @ non contenente b e uno di b non contenente a (assioma, o proprieta, di
separazione T; o di Fréchet);

e uno spazio T, se, per ogni coppia di punti a,b distinti di X, esistono un
intorno di a e uno di b ad intersezione vuota (assioma, o proprieta, di sepa-
razione T o di Hausdorft). O

ESEMPI 1.4.15. (Spazi non Tj) In uno spazio metrico (X, d) le sfere aperte con cen-
tro un fissato punto a sono gli aperti non banali della topologia del tiro a bersaglio
su X (cfr. Esempio 1.3.19). Allora, se due punti distinti sono ad una stessa distan-
za r > (0 da a, ogni intorno che ne contenga uno contiene anche l'altro. Ne segue
che tale topologia non & 7.

La topologia banale e la topologia con tre aperti danno ulteriori esempi di topo-
logie che non sono Tj,. O

ESEMPIO 1.4.16. (Uno spazio Ty) Consideriamo la topologia di Zariski di un anel-
lo commutativo unitario A (cfr. Paragrafo 1.4.2) e siano p;, p, due ideali primi
distinti e, senza perdita di generalita, supponiamo p, Z p;. Allora esiste un ele-
mento x € py \ p1, cioe p; € B, e ps ¢ B,. Abbiamo cosi trovato un aperto che
contiene p; e non p; e, quindi, la topologia in esame & Tj.

Si osservi che, nelle nostre ipotesi, se fosse p; C p», non esisterebbe alcun aperto
contenente p, e non p;. O

PROPOSIZIONE 1.4.17. (I} < punti chiusi) Uno spazio topologico X é T} se, e
solo se, ogni suo punto é chiuso.

DIMOSTRAZIONE. Nell'ipotesi che X sia T}, consideriamo un suo punto a. Al-
lora, ogni punto b # a appartiene ad un intorno contenuto in X \ {a} e, quindi,
questo insieme e aperto. Da cio segue che {a} € un chiuso. Viceversa, se ogni
punto di X é chiuso e a,b € X sono punti distinti, allora X \ {a} & un intorno di b
non contenente a e X \ {b} & un intorno di a non contenente b. Abbiamo cosi che
XeT. U
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ESEMPI 1.4.18. (Spazi T7) In forza della precedente proposizione risultano 7; le
seguenti topologie:

e la topologia associata ad uno spazio metrico e quindi, in particolare, la
topologia naturale di R"™;

la topologia della retta di Sorgenfrey;

la topologia di Zariski;

la topologia cofinita;

la topologia discreta. O

E immediato rendersi conto che ogni spazio 15> é anche T} e che ogni spazio T}
e anche Tj. Queste due implicazioni non possono invertirsi, come provano gli
esempi che seguono.

ESEMPI 1.4.19. (Spazi Ty e non 77) La topologia di R delle semirette sinistre aperte
e la topologia spettrale di un dominio di integrita (cfr. Esercizio 1.4.13) sono 1 e
non sono 713. ]

ESEMPI 1.4.20. (Spazi T} e non T3) La topologia di Zariski e la topologia cofinita
su un insieme infinito sono 7} e non sono 75. L]

ESEMPI 1.4.21. (Spazi T3) Gli spazi metrici (in particolare R" con la topologia
naturale), la retta di Sorgenfrey e gli spazi discreti sono 75. O

PROPOSIZIONE 1.4.22. Sia X uno spazio topologico T} i cui aperti non vuoti siano
infiniti. Sia y un punto di accumulazione per un sottoinsieme Y di X. Allora, per
ogni aperto A contenete y, I'insieme ANY é infinito (in particolare questo risultato
vale in R" con la topologia naturale).

DIMOSTRAZIONE. Se A e un aperto contenente y, esiste un puntoy; € ANY
diverso da y e possiamo definire 1'insieme

Ar=A\{n} = AN (X \{n})),

che e un aperto in quanto intersezione di due aperti. Poiché y € A;, esiste un
punto y» € A, diverso da y, y; e possiamo definire l'insieme

Az = AN\ {y1, 12} = AN (X \{y1,92}))

che & un aperto contenente y. Ora, continuando in questo modo, possiamo co-
struire per induzione l'insieme infinito {y1, y2,...,Yn,... fdipuntidiANnY. O
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1.4.4 Successioni

Se X & uno spazio topologico e N un sottoinsieme numerabile dell’insieme N
dei numeri naturali denotiamo con {z, } ,en, 0 semplicemente con {z, }, una suc-
cessione di suoi punti. Ricordiamo che la successione {z, },cny non e altro che la
funzionen € N — z,, € X e avvertiamo che, tranne esplicito avviso, assumeremo
N =N,

DEFINIZIONE 1.4.23. (Successioni convergenti) Una successione {z,} di punti di
uno spazio topologico X si dice convergente ad un punto { € X se, per ogni
intorno U di ¢, esiste un intero positivo m tale che, per ogni n > m, risulta z,, € U.

In questo caso ¢ prende il nome di limite della successione {z,} e si scrive z,, —
l. O

OSSERVAZIONE 1.4.24. E facile rendersi conto che il limite di una successione
{x,} € punto di aderenza per I'insieme degli elementi della successione stessa, in
particolare e di accumulazione se non appartiene a questo insieme. Non € invece
vero che un punto di aderenza per l'insieme dei punti di {z,,} sia necessariamente
un limite della successione, come mostra il seguente esempio. La successione di
R definita da

e z, =1, pern # 0 pari,
e z, =1— 1, pern dispari

ha 0 e 1 come punti di accumulazione e nessuno dei due e limite della successione,
come facilmente si prova. O

PROPOSIZIONE 1.4.25. (Unicita del limite negli spazi 7>) In uno spazio topologico
T, una successione convergente ammette un unico limite.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che una successione {z,} di uno
spazio 75 abbia due limiti distinti ¢, /' e siano U, U’ rispettivamente un intorno di
¢ e uno di /' ad intersezione vuota. Allora, esistono due interi positivi m,m’ tali
chepern >m, z, € Uepern >m/, x, € U'.Ora, pern > m,m/, risulta z,, € U e
x, € U’; cio e assurdo essendo U e U’ disgiunti. O

DEFINIZIONE 1.4.26. (Successioni di Cauchy) Una successione {z,} di punti di
uno spazio metrico (X, d) si dice di Cauchy se, per ogni numero reale ¢ > 0 esiste
un intero positivo m tale che d(z,, z,) < ¢, per ogni p,q > m. O

PROPOSIZIONE 1.4.27. (Le successioni convergenti sono di Cauchy) In uno spazio
metrico X ogni successione convergente e di Cauchy.
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DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che {z,} sia una successione di X convergente
ad un punto ¢ e fissiamo un numero reale ¢ > 0. Allora esiste un intero m tale che
z, € Be({), per ognin > m. Ne segue che

d(xp, zq) < d(xp,0) +d(l,24) < 5 +

per ogni p, ¢ > m. Abbiamo cosi che {z, } & di Cauchy. o

ESEMPIO 1.4.28. (Successioni di Cauchy non convergenti) La successione {+} della
retta euclidea converge a 0 e quindi e di Cauchy. La stessa successione quindi,
considerata come successione di R con la topologia indotta da quella della retta
euclidea, e ancora di Cauchy ma non ¢ convergente. O

DEFINIZIONE 1.4.29. (Spazi metrici completi) Uno spazio metrico X si dice com-
pleto se ogni sua successione di Cauchy e convergente. Un sottoinsieme Y di X
si dice completo se é tale rispetto alla metrica indotta in esso da quelladi X. [J

ESEMPIO 1.4.30. (Completezza di R") E noto dai corsi di analisi matematica che
ogni successione di Cauchy di R" e convergente. R" (in particolare la retta eucli-
dea) € dunque un esempio di spazio metrico completo. O

PROPOSIZIONE 1.4.31. (Sottospazi completi e insiemi chiusi) Sia X uno spazio me-
trico completo. Un sottospazio Y di X e completo se, e solo se, ¥ e un chiuso di
X.

DIMOSTRAZIONE. Nell'ipotesi che Y sia completo, sia y € Y e, per ogni inte-
ro positivo n, scegliamo un punto z,, € Y N B1 (y). La successione {z, } converge
evidentemente a y, quindi e di Cauchy e, per la completezza di Y, abbiamoy € Y.
AllorarisultaY =Y e Y @ chiuso.

Viceversa, assumiamo che Y sia chiuso e consideriamo una successione di Cau-
chy {x,} di suoi punti. Per la completezza di X, abbiamo che {z,} converge ad
un punto y € X; inoltre ogni intorno U di y contiene punti di {z,,} e quindi di Y.
Ne segue che y ¢ aderente a Y e, essendo Y chiuso, risulta y € Y. Abbiamo cosi
che Y & completo. O

OSSERVAZIONE 1.4.32. In uno spazio metrico la proprieta di una successione
di essere di Cauchy e la completezza sono proprieta metriche (dimostrarlo per
esercizio). O

1.5 Funzioni continue e omeomorfismi

In questo paragrafo generalizziamo agli spazi topologici la nozione di continuita,
gia introdotta e discussa nel caso degli spazi metrici.
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DEFINIZIONE 1.5.1. (Funzioni continue) Siano (X, 7x) e (Y, 7y) spazi topologici.
Una funzione f : X — Y sidice continuain un punto a € X se, per ogni intorno
V di f(a) in Y, esiste un intorno U di a in X tale che f(U) C V. La funzione
f + X = Y sidice continuain X se & continua in ogni punto di X. O

Nel seguito per indicare una funzione f tra i sostegni di due spazi topologici
(X, 7x) e (Y, 7v) useremo anche la notazione f : (X, 7x) — (Y, 7v).

OSSERVAZIONE 1.5.2. E chiaro che, se (X, 7x) e (Y, 7y) sono spazi metrizzabi-
li rispettivamente con le metriche dy, dy, la definizione precedente si riduce a
quella di funzione continua tra spazi gli metrici (X, dx) e (Y,dy) (cfr. Defini-
zione 1.2.7). In particolare risultano continue secondo quest’ultima definizione
le funzioni continue tra gli spazi euclidei R e R™ studiate nei corsi di analisi
matematica (cfr. Definizione 1.2.1). O

ESEMPIO 1.5.3. Risultano continue:

tutte le funzioni tra un qualunque spazio topologico e uno spazio banale;
tutte le funzioni tra uno spazio discreto e un qualunque spazio topologico;
I'immersionei:a €Y — a € X di un sottospazio Y di X in X;
I'identitai:a € X — a € X di (X,7)in (X, 0) con 0 meno fine di 7;

PROPOSIZIONE 1.5.4. (Caratterizzazioni delle funzioni continue) Sia f : X — Y
una funzione tra i sostegni dei due spazi topologici (X, 7x) e (Y, 7y). Le seguenti
condizioni sono equivalenti:
(i) f é continua;
(ii) la controimmagine f~'(A) di ogni aperto A di Y & un aperto di X;
(iii) la controimmagine f~'(C') di ogni chiuso C' di Y & un chiuso di X;
(iv) le controimmagini degli aperti di una fissata base di' Y sono aperti di X
(v) perogni puntob = f(a) € f(X), la controimmagine f~(U’) di ogni intorno
U dib € Y di un sistema fondamentale di intorni di Y e un intorno di a in
X.

DIMOSTRAZIONE. (i) < (ii): Se f e continua e A un aperto di Y, sia ¢ un ar-
bitrario punto di f~!(A). Poiché A & un intorno di f(a), esiste un intorno U di a
tale che f(U) C A. Ne segue che U & contenuto in f~(A) e, cosi, f~'(A) & aperto.
Ora, nell'ipotesi (ii), siano ¢ € X e U un intorno di f(a). Detto A un aperto di Y’
contenente f(a) e contenuto in U, si ha che f~!(A) & un intorno (perché aperto) di
a la cui immagine mediante f & contenuta in U. Ne segue che f e continua.

(ii) « (iii): Se vale la (ii) e C' & un chiuso di Y/, allora ¥(C') € un aperto in Y e
f7H(€(C)) un aperto in X. Da cid segue che f~1(C) = €(f~'(€(C))) & un chiuso
di X. In modo analogo si vede che da (iii) segue (ii).

La dimostrazione delle altre equivalenze & lasciata al Lettore. O
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ESERCIZIO 1.5.5. Siano X, Y due insiemi non vuoti e f : X — Y una funzione.
Provare che:

e se o & una topologia su Y, la topologia f~'(0) = {f7'(A) : A € ¢} indotta

su X da f (cfr. 1.3.13) & la piti fine tra le topologie su X per cui f € continua;

e se 7 &una topologia su X, la topologiat; = {T'C Y : f~}(T) € 7} indotta su

Y da f (cfr. 1.3.14) e la pit1 fine tra le topologie su Y per cui f &€ continua. [

ESEMPIO 1.5.6. (La topologia di Zariski di R" & meno fine di quella naturale) Se [ €
R[X1, X5, ..., X, € un polinomio in n variabili a coefficienti reali, la funzione
polinomiale associata

fi(ay,a9,...,a,) € R" = f(ay,a9,...,a,) €R

e continua rispetto alle topologie naturali di R” e R. Ne segue che l'ipersupercie
algebrica di R" definita da

70 ={(a1,a2,...,a,) €R" : f(ar,a2,...,a,) = 0}

€ un chiuso di R" con la topologia naturale (perché controimmagine di un chiu-
so mediante una funzione continua) e di conseguenza sono chiuse tutte le loro
intersezioni, cioe gli insiemi algebrici (cfr. Proposizione 1.4.2). Ne segue che la
topologia di Zariski di R” & meno fine della topologia naturale. [

ESERCIZIO 1.5.7. Sia f : X — Y una funzione iniettiva e continua tra gli spazi
topologici X e Y. Provare che se Y e uno spazio 7}, j = 0,1, 2, allora anche X &
uno spazio 7}.

PROPOSIZIONE 1.5.8. (Funzioni continue e aderenza) Una funzione f : X — Y
tra i sostegni dei due spazi topologici (X, 7x) e (Y, 7y) € continua se, e solo se, per
ogni sottoinsieme 1" C X, trasforma punti aderenti a T’ in punti aderenti a f(T),

cioe f(T) C f(T).

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo f continua e sia a un punto aderente a 7'. Allora,
per ogni aperto A’ di Y contenente f(a), A = f~!(A’) & un aperto di X contenente
a e ANT contiene almeno un punto b. Ne segue che A’ N f(T) # 0, essendo
f(b) e AN f(T),equindi f(a) € aderente a f(T').

Viceversa, supponiamo f(T) C f(T), per ogni sottoinsieme 7" C X. Detto C’
un chiuso di Y, poniamo C' = f~!(C”) e osserviamo che da f(C) C C’ segue
f(C) C ', perché C’ & un chiuso. Allora, essendo f(C) C f(C) C (', risulta
C C f~HC") = C, cosi C & chiuso e f & continua. O

PROPOSIZIONE 1.5.9. (Funzioni continue e convergenza di successioni) Sia f : X —
Y una funzione continua tra gli spazi topologici X eY. Se {x, } é una successione
di punti di X convergente ad un punto ¢, la successione {f(x,)} di punti di Y’
converge al punto f ().
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DIMOSTRAZIONE. Sia U’ un intorno di f(¢) in Y e consideriamo l'intorno U =
f7HU’) di ¢ in X. Allora, esiste un intero positivo m tale che, per ogni n > m,
z, € Uequindi f(x,) € U'. Ne segue che {f(x,)} converge ad f(¢). O

PROPOSIZIONE 1.5.10. (Composizione di funzioni continue) Siano X, Y, e T spazi
topologicie f : X — Y, g : Y — Z funzioni continue. Allora, la funzione
compostago f : X — Z e continua. [

DIMOSTRAZIONE. Per ogni aperto A di T, g~ '(A) & un aperto di Y perché g
& continua e, quindi, essendo continua anche f, f~*(¢7'(A)) & un aperto di X.
D’altra parte, risulta (go f)"*(A) = (g '(A)) e da cio segue che go f & continua.

O

DEFINIZIONE 1.5.11. (Omeomorfismi) Siano X e Y spazi topologici. Una funzione
[+ X — Y sidice omeomorfismo se valgono le seguenti proprieta:

e f e biunivoca;

e lefunzioni f : X - Ye f!:Y — X sono continue. [

ESEMPIO 1.5.12. (Le isometrie sono omeomorfismi) Sia f : X — Y un’isome-
tria tra gli spazi metrici X e Y. Allora f deve essere biunivoca. Inoltre, in forza
dell’Esempio 1.3.25 e della Proposizione 1.5.4-(iv) le funzioni f e f~! risultano
continue. Ne segue che ogni isometria € anche un omeomorfismo. [

ESERCIZIO 1.5.13. Siano f : X — Y un omeomorfismo tra gli spazi topolo-
gici X,Y e a un punto di X. Provare che la restrizione di f a X \ {a} & un
omeomorfismo tra X \ {a} e Y \ {f(a)}. O

Siano X, Y e T spazi topologicie f : X =Y, g : Y — Z omeomorfismi. E facile

verificare che:

(H1) la funzione identita di X & un omeomorfismo di X sé;

(H2) la funzione inversa f~! : Y — X dell’'omeomorfismo f : X — Y & un
omeomorfismo di Y in X;

(H3) la funzione composta go f : X — Z dei due omeomorfismi f e g € un
omeomorfismo di X in Z.

Le tre precedenti proprieta assicurano che la relazione
“X ~ Y se esiste un omeomorfismodi X suY ”

e una relazione d’equivalenza nella classe di tutti gli spazi topologici. Due spazi
topologici di una stessa classe di omeomorfismo si dicono omeomorfi. L'insieme
degli omeomorfismi di uno spazio topologico X in se stesso, rispetto all’opera-
zione di composizione di funzioni, risulta un gruppo che si chiama gruppo degli
omeomorfismi di X e si denota con H(X).
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ESERCIZIO 1.5.14. Provare che sono invarianti per omeomorfismi le seguenti no-
zioni: base, intorno, sistema fondamentale di intorni, chiusura, interno, punto di
aderenza, punto isolato, punto di accumulazione, proprieta .4; e .4;, separabilita,
proprieta Ty, T, T5. ]

Le proprieta topologiche di uno spazio topologico (X, 7) sono le proprieta di X
invarianti per omeomorfismi, ovvero invarianti rispetto al gruppo H(X). Si ha,
dunque, che ogni proprieta topologica di X e tale in un qualsiasi spazio omeo-
morfo a X. Quanto detto ci permette di identificare due spazi topologici che sia-
no omeomotrfi; in altre parole, lo studio degli spazi topologici si fa a meno di
omeomorfismi.

1.5.1 Proprieta topologiche di uno spazio metrico

Sia (X, d) uno spazio metrico. Le proprieta della toplogia 7, associata a d si dico-
no proprieta topologiche di X. Poiché un’isometria tra due spazi metrici € anche
un omeomorfismo, come osservato nell’Esempio 1.5.12, si ha che ogni propriea
invariante per omeomorfismi é invariante anche per isometrie. Di contro, vedre-
mo che esistono proprieta invarianti per isometrie ma non per omeomorfismi.
In altre parole: le proprieta topologiche sono anche metriche, ma non é vero il
contrario.

Due spazi metrici si dicono topologicamente equivalenti se sono omeomorfi ri-
spetto alle loro topologie associate; in questo caso le rispettive metriche si dicono
equivalenti. Quanto prima osservato assicura che spazi metrici isometrici sono
topologicamente equivalenti ma, in generale, non e vero il viceversa. Puo, infatti,
accadere che metriche diverse su uno stesso insieme diano luogo ad una stessa
topologia. Una condizione necessaria e sufficiente affinché due metriche sullo
stesso insieme siano equivalenti € espressa dalla seguente proposizione, la cui
semplice dimostrazione ¢ lasciata al Lettore.

PROPOSIZIONE 1.5.15. Due metriche d e d’ su un insieme X individuano la stessa
topologia, cioe T4 = T4, se e solo se:
e linsieme degli intorni sferici aperti nella metrica d é una base della topolo-
gia 1y;
e linsieme degli intorni sferici aperti nella metrica d' e una base della topolo-
gia 74.
ESEMPIO 1.5.16. Sia (X, d) uno spazio metrico non limitato. Abbiamo osservato
che le metriche d’' e d” su X degli Esempi 1.2.30 sono limitate e, quindi, (X, d)
e (X,d'),(X,d") non sono isometrici. E facile, perd, rendersi conto che d e d',d"”
sono equivalenti. Abbiamo cosi che la proprieta di uno spazio metrico di essere
limitato & metrica ma non topologica. O
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1.5.2 Complementi ed esempi

Un sottoinsieme J di R prende il nome di intervallo se, per ogni due suoi punti
a,bcon a < b, l'intervallo chiuso [a, b] € contenuto in J. E un esercizio provare la
seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 1.5.17. Gli intervalli di R sono tutti e soli gli insiemi dei seguenti
tipi:

®7 R’ [a7 b]’ [a7b)7 (a7 b]’ (a7b>7 [a7 +OO)7 (a7 +Oo)7 <_OOJ a]? (_OOJCL>7
a,beR, a<b.

ESERCIZIO 1.5.18. Provare che gli estremi di un intervallo limitato J di R sono
punti di accumulazione di J. O

ESEMPIO 1.5.19. (Omeomorfismi tra intervalli limitati di R) Sia [a, b] un intervallo
chiuso e limitato di R. La funzione lineare f : [0, 1] — [a, b] definita da

flz)y=(b—-a)r+a (1.28)

¢ invertibile e la sua inversa f~! & definita da

r —a

) =

Poiché f e f~! sono continue, si ha che f & un omeomorfismo tra [0,1] e [a, b]. Da
notare che, essendo f(0) = a e f(1) = b, le restrizioni di f a [0,1), (0,1] e (0,1)
sono omeomorfismi tra tali intervalli e [a, ), (a, ] e (a,b), rispettivamente. Anche
la funzione g : [0, 1] — [a, b] definita da

glx)=(a—b)z+b (1.29)

€ un omeomorfismo tra [0, 1] e [a, b] e risulta g(0) = b e g(1) = a. Ne segue che le
restrizioni di g a [0,1) e (0, 1] sono omeomorfismi tra tali intervalli e (a, b] e [a,)),
rispettivamente. [

OSSERVAZIONE 1.5.20. Gli omeomorfismi (1.28) e (1.29) sono gli uninci omeo-
morfismi lineari tra [0, 1] e [a, b].

ESEMPIO 1.5.21. (Omeomorfismi tra intervalli non limitati di R) Si consideri 'inter-
vallo [a,4+00) di R. La funzione f : [0, +00) — [a,+00) definita da

fl@) =z +a
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¢ invertibile e la sua inversa f~! & definita da

fz)=2—a.

Poiché f e f~! sono continue, si ha che f ¢ un omeomorfismo tra [0, +o00) e
[a, +00). Da notare che, essendo f(0) = a, la restrizione di f a (0, +0c0) & un iso-
morfismo tra tale intervallo e (a, +00). Anche la funzione g : (—o0,0] — [a, +00)
definita da

g@)=a—z

€ un omeomorfismo tra (—oo,0] e [a, +00) e risulta g(0) = a. Ne segue che la
restrizione di g a (—o0, 0) € un isomorfismo tra tale intervallo e (a, +00). O

6 ' —

/
4 / 0.5
H _ /
-10 -0 05 10 -10 -5 | 5 10

Figura 1.5: Esempio 1.5.22

ESEMPIO 1.5.22. (Omeomorfismi tra intervalli limitati e non limitati di R) La funzio-

ne

frze(-1,1) — tan(g—x) eR

¢ invertibile e la sua inversa &

2
f':xeR — Zarctan(z) € (—1,1).
s
Poiché f e f~! sono continue, si ha che f & un omeomorfismo tra (—1,1) e R. La
restrizione di f a [0, 1) & un omeomorfismo tra [0, 1) e [0, +00). La restrizione di f
a (0,1) € un omeomorfismo tra (0,1) e (0, +00). O

OSSERVAZIONE 1.5.23. (La completezza di uno spazio metrico non & una proprieta
topologica) In forza dell’esempio precedente, un intervallo limitato (a, b) € omeo-
morfo a R. D’altra parte, come spazi metrici, (a,b) non € completo mentre R lo
e. Questo prova che la completezza di uno spazio metrico, che & una proprieta
metrica, non e una proprieta topologica. [
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ESEMPIO 1.5.24. (Omeomorfismi tra intervalli non limitati di R e R) Le funzioni
biunivoche exp : # € R — ¢ € (0,+00) elog : x € (0,+00) — logz € R sono
I'una l'inversa dell’altra e continue e, quindi, (0,4+00) e R sono omeomorfismi.

O

PROPOSIZIONE 1.5.25. In R, con la topologia naturale, si ha che:
e intervalli dello stesso tipo sono omeomortfi;
e intervalli del tipo [a,)), (a,b], [a, +00), (—00, a] sono tra loro omeomorfi;
e intervalli del tipo (a,b), (a, +00), (—00, a) sono tra loro omeomorti e omeo-
morfiaR.

DIMOSTRAZIONE. E una semplice conseguenza dei quattro esempi precedenti.
O

ESEMPIO 1.5.26. (Omeomorfismi tra circonfernze e poligoni regolari) Nel piano eu-
clideo R? siano X e Y rispettivamente i punti di una circonferenza e di un poli-
gono regolare con lo stesso centro C. Per ogni punto A diverso da C', denotiamo
con o(C, A) la semiretta di origine C passante per A. La funzione

f:AeX - A=Yno(C,A)eY
¢ invertibile e la sua inversa & definita da
ffliAeYy - Xno(C,A) € X.

Le funzioni f e f~! trasformano tra loro le basi di X e Y costituite dalle interse-
zioni dei cerchi aperti di R? con X e Y stessi e, di conseguenza, sono continue.
Cosi f € un omeomorfismo tra X e Y. Allo stesso modo si vede che sono tra loro
omeomorfi due poligoni regolari e due circonferenze. O

Figura 1.6: Esempio 1.5.26

ESEMPIO 1.5.27. (Omeomorfismi tra superfici sferiche e poliedri convessi) Gene-
ralizzando 1"Esempio 1.5.26, si prova che nello spazio euclideo R? le superfici
sferiche e i poliedri convessi appartengono ad una stessa classe di omeomorfi-
smo. Analogamente, si pud provare che due superfici sferiche di R" sono tra loro
omeomorfe. O
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ESEMPIO 1.5.28. (Proiezione stereografica) Nello spazio euclideo R? siano S e YV’
rispettivamente i punti di una superficie sferica di centro un punto C e di un
piano tangente a X in un punto 7.

Figura 1.7: Esempio 1.5.28

Siano By la base di X e By la base di Y ottenute intersecando gli intorni sferici
aperti di R® rispettivamente con X e Y. Detto V il punto di S diametralmente
opposto a T, poniamo X = S\ {V'} e, per ogni punto A € X, denotiamo con A’
il punto di intersezione della retta passante per V e A con il piano Y. La funzione
biunivoca

f:AeX - AeY (1.30)

prende il nome di proiezione stereografica della sfera. La proiezione stereogra-
fica f e la sua inversa f~! trasformano rispettivamente un elemento di Bx in
un aperto di Y e un elemento di By in un aperto di X e, di conseguenza, sono
continue. Cosi f & un omeomorfismo tra X e Y. Resta dunque provato che una
superficie sferica meno un punto in R? e il piano euclideo R? sono omeomorfi. Se
consideriamo la restrizione di f a S\ {V, T} = X \ {T'} otteniamo un omeomorfi-
smo tra X \ {T} e Y\ {T'}. Abbiamo, cosi, che una superficie sferica di R* meno
due punti ¢ omeomorfa al piano euclideo R* meno un punto. Questi esempi sono
una riprova del fatto che la limitatezza di un sottospazio di R" & una proprieta
metrica ma non topologica. Per ogni n > 0, la proiezione stereografica si pud
definire, come nel caso n = 3, per una superficie sferica di R" e, in questo modo,
si ottiene un omeomorfismo tra la superficie sferica di R” meno un punto (risp.
meno due punti) e lo spazio euclideo R"* (risp. meno un punto). In particolare
si ha che una circonferenza meno un punto ¢ omeomorfa alla retta reale. O

ESEMPIO 1.5.29. (Omeomorfismi tra superfici sferiche meno due punti e cilindri)
Nello spazio euclideo R? siano X e Y rispettivamente i punti di una superficie
sferica S, di centro un punto C, meno due punti V, 7" e di un cilindro circolare
retto (non limitato) ¥ disposti come in Figura 1.8. Siano By la base di X e By
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la base di Y ottenute intersecando gli intorni sferici aperti di R? rispettivamente
con X e Y. Per ogni punto A € X, denotiamo con A’ il punto di intersezione della
semiretta di origine C passante per A col cilindro Y. La funzione biunivoca

f:AeX - AeY

e la sua inversa f~! trasformano rispettivamente un elemento di By in un aperto
di Y e un elemento di By in un aperto di X e, di conseguenza, sono continue.

& S e

Figura 1.8: Esempio 1.5.29

Cosi f € un omeomorfismo tra X e Y. Resta dunque provato che una superficie
sferica meno due punti in R? e un cilindro circolare sono omeomorfi. O

Figura 1.9: Esempio 1.5.30

ESEMPIO 1.5.30. (Omeomorfismi tra R? meno un punto e R?> meno un cerchio chiuso)
Siano X e Y rispettivamente i punti del piano euclideo R? meno il punto O =
(0,0) e quelli di R? meno il cerchio chiuso di centro O e raggio 1. Identifichiamo
ogni punto A di R? col segmento orientato a = (O, A) e consideriamo la funzione
biunivoca (Figura 1.9)
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La funzione f e la sua inversa f~! sono continue, cosi f & un omeomorfismo
tra X e Y. Resta dunque provato che il piano euclideo meno un punto (piano
bucato) e quello meno un cerchio chiuso sono omeomorfi. Allo stesso modo si
vede che, per n > 2, R” meno un punto e R" meno un intorno sterico chiuso sono
omeomorfi. ]

ESERCIZIO 1.5.31. (Un cerchio e una calotta chiusi sono omeomorfi) Sia X il cerchio
definito da X = {(x,9,0) € R® : 2? + ¢y* < 1}. Sia Y la semicalotta chiusa
della superficie sferica S? = {(z,y,2z) € R® : 2% + y* + 2? = 1} definita da
Y ={(z,y,2) € S* | 2> 0}.Si provi che la funzione

(,9,0) € X = (z,y,/1—-22—y?) €Y

& un omeomorfismo. ]

DEFINIZIONE 1.5.32. (Funzioni aperte e funzioni chiuse) Una funzione f : X — Y
tra due spazi topologici si dice aperta se trasforma aperti di X in aperti di Y e si
dice chiusa se trasforma chiusi di X in chiusidi Y.

Osserviamo esplicitamente che le nozioni di funzione continua, funzione aperta
e funzione chiusa sono indipendenti I'una dall’altra.

ESERCIZIO 1.5.33. (Omeomorfismi) Provare che un omeomorfismo f : X — Y fra
due spazi topologici € una funzione aperta e chiusa. Provare inoltre che :
e f: X — Y &unomeomorfismo < f & biunivoca, continua e aperta;

e [: X — Y eun omeomorfismo < f & biunivoca, continua e chiusa. [

ESEMPIO 1.5.34. (Funzioni continue non aperte) La funzione continua f : x € R —
z? € R, R con la topologia naturale, non ¢ aperta. Infatti, per esempio, f(—1,1) =
[0,1), che non & un aperto. O

ESEMPIO 1.5.35. (Funzioni chiuse, non aperte e non continue) La funzione f : = €
R — 2? € R, R con la topologia delle semirette sinistre aperte, & chiusa, non aperta
e non continua. Infatti, per esempio, f(—o0,1) = [0,+00), f~!(—00,1) = [0,1),
quindi f non e aperta e non & continua. Risulta, pero, f[a,+o00) = [0,+c0), se
a<0,e fla,+00) = [a* +00), se a > 0; cioe f & chiusa. O

ESEMPIO 1.5.36. Ogni funzione tra uno spazio topologico X e uno spazio Y con
la topologia discreta e aperta e chiusa. In questo modo si ottengono esempi di
funzioni non continue, aperte e chiuse considerando funzioni non continue di
X in Y. Analogamente le funzioni continue di X in Y danno esempi di funzio-
ni continue, aperte e chiuse. Si osservi che queste ultime funzioni, se non sono
biunivoche, non possono essere omeomorfismi. O

ESEMPIO 1.5.37. (Funzioni aperte, chiuse e non continue) Siano 7, 7, due topologie
su uno stesso insieme X con 7; strettamente meno fine di 7. Allora la funzione
identita a € (X, ) — a € (X, 72) € aperta e chiusa ma non continua. O
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1.6 Spazi connessi

Sottospazi di R? come le sfere o i poliedri, parlando in modo informale, possono
considerarsi figure “indivisibili”, costituite cioe da “un solo pezzo”. Tale proprie-
ta, per esempio, non puo essere attribuita alla figura formata da due facce opposte
di un cubo, come si evince dalla Figura 1.10.

Figura 1.10: Facce opposte di un cubo

La propieta in questione e intuitivamente una proprieta topologica e puo essere
formalmente descritta dalla seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.6.1. Uno spazio topologico (X, 7) si dice connesso se non € unio-
ne di due suoi aperti non vuoti e disgiunti. In tal caso si dice anche che 7 & una to-
pologia connessa. Uno spazio non connesso si dice sconnesso. Un sottoinsieme
Y di X si dice connesso o sconnesso se & tale come sottospazio di X. O

Tornando all’osservazione iniziale, € chiaro che, secondo la precedente definizio-
ne, la figura costituita da due facce opposte di un cubo in R? & uno spazio scon-
nesso. Vedremo pit1 avanti che le sfere e i poliedri, come avevamo euristicamente
intuito, sono spazi connessi.

ESEMPIO 1.6.2. (Le topologie irriducibili sono connesse) Le topologie per le quali
due arbitrari aperti non vuoti sono ad intersezione non vuota sono connesse. Ta-
li topologie, e i relativi spazi, si dicono irriducibili. Tra queste ritroviamo, per
esempio, la topologia del tiro a bersaglio, la topologia di R delle semirette sinistre
aperte, la topologia di Zariski di " con F campo infinito e la topologia cofinita
su un insieme infinito. O

ESEMPIO 1.6.3. (La retta di Sorgenfrey & sconnessa) Per ogni a € R risulta

(—o0,a) = U[c, a), la,+o00) = U[a, c)

c<a a<c
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e, quindi, (—oo,a) e [a,+00) sono sottospazi aperti di R con la topologia degli
intervalli c.a.. Ne segue che tale topologia ¢ sconnessa, avendosi

(—o00,a)Ula,+00) =R, (—00,a)N[a,+00) =0. O

ESERCIZIO 1.6.4. Siano 71, 7> due topologie su uno stesso insieme X con 7 stret-
tamente meno fine di 7,. Provare che:

e 7, cONNnessa = 71 CONNESsa,

e 71 sconnessa = T, sconnessa. O

PROPOSIZIONE 1.6.5. Per uno spazio topologico X sono equivalenti le seguenti
proprieta:
e X e connesso;
e X non e unione di due chiusi non vuoti e disgiunti;
e X non contiene alcun sottoinsieme proprio e non vuoto che sia aperto e
chiuso.

DIMOSTRAZIONE. L'esistenza di due aperti non vuoti e disgiunti A, A" di X

tali che A U A" = X equivale all’esistenza di due chiusi non vuoti e disgiunti:
C=%(A)=AC"=%(A") = Ataliche CUC" = X. In queste ipotesi, dunque, A
e A’ sono entrambi insiemi aperti e chiusi. O

ESERCIZIO 1.6.6. Sia Y un sottospazio di uno spazio topologico X. Provare che
un sottoinsieme 7" di Y e connesso in Y se, e solo se, &€ connesso in X. O

ESERCIZIO 1.6.7. Sia X uno spazio topologico discreto. Provare che X e connesso
se, e solo se, contiene un solo punto. O

ESERCIZIO 1.6.8. Provare che lo spazio somma (cfr. Esempio 1.3.12) di due spazi
topologici € sconnesso. [

PROPOSIZIONE 1.6.9. Se ogni due punti distinti di uno spazio topologico X ap-
partengono ad un sottospazio connesso di X, allora X é connesso.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo che X sia sconnesso, esistano cioe
due aperti non vuoti e disgiunti A, A’ tali che AUA’ = X. Se a, a’ sono punti rispet-
tivamente di A e A’, detotiamo con 7" un sottospazio connesso di X contenente a
e a’. Allora risulta

ANT)NA'NT)=0, AnTHUuA'NT)=T,
con ANT, A NT # (. Ne segue che T & sconnesso, un assurdo. O

PROPOSIZIONE 1.6.10. Siano X uno spazio topologico e Y1, Y, due suoi sottospazi
connessi ad intersezione non vuota. Allora Y; U Y, é connesso.
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DIMOSTRAZIONE. Se, per assurdo, Y = Y; U Y; fosse sconnesso, esisterebbe un
suo sottoinsieme non vuoto 7' chiuso e aperto. Tale sottoinsieme, non potendo
essere contenuto in Y5, avrebbe intersezione non vuota con Y;. Allora Y; N T sa-
rebbe un sottospazio non vuoto di Y; chiuso e aperto e cio e assurdo, essendo Y;
connesso per ipotesi. O

COROLLARIO 1.6.11. Siano X uno spazio topologico e {Y};c; una famiglia di
sottospazi connessi di X ad intersezione non vuota. Allora

y=Uy,
jeJ
e un sottospazio connesso.

DIMOSTRAZIONE. Siano cun puntoinNjc Yjea,bpuntidiY talichea € Y}, b €
Y;, s, t € J. Allora Y, UY;, essendo Y, Y; ad intersezione non vuota, € un connesso
per a,b contenuto in Y e cio prova che Y & connesso di X. O

ESERCIZIO 1.6.12. Siano X uno spazio topologico, {Y;};c; una famiglia di sotto-
spazi connessi di X ed esista k € J tale che Y;, NY; € connesso per ogni j € J.

Allora,
Y =]y
jeJ

€ un sottospazio connesso di X. [

PROPOSIZIONE 1.6.13. (La chiusura di un connesso & connessa) Siano X uno spazio
topologico e Y un suo sottospazio connesso. Allora la chiusura di Y é connessa.

DIMOSTRAZIONE. Se, per assurdo, Y fosse sconnesso, esisterebbero due aperti
Ay, Ay di X tali che

(ANY)U(AnNY)=Y, (AiNY)N(4;,NY) =10,
con A; NY, A, NY non vuoti e avremmo
(AANY)U(ANnY)=Y, (AANY)N(A:NY)=0.

Ora, un punto y; € A; N Y e di aderenza per Y, quindi Y contiene un punto
a; € Ay, essendo A; un aperto per y;, e risulta Ay NY # (. In modo analogo si
vede che A; NY # (). Le ultime due osservazioni provano che Y & sconnesso, il
che e contro le ipotesi. O

PROPOSIZIONE 1.6.14. Siano X uno spazio topologico e Y un suo sottospazio
connesso. Allora ogni sottospaziol' di X talecheY C T C Y e connesso.
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DIMOSTRAZIONE. La chiusura di Y nel sottospazio 7" € uguale a T e I'asserto
segue dalla proposizione precedente. O

PROPOSIZIONE 1.6.15. (La connessione si conserva per continuita) Siano f : X —
Y una funzione continua e X uno spazio connesso. Allora f(X) é un sottospazio
connesso di Y; in particolare, se f & suriettiva, Y e connesso.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo per assurdo f(X) sconnesso e sia 7' C f(X)
un sottospazio di f(X) aperto e chiuso, con ) # T # f(X). Allora X risulta
sconnesso, contenendo f~!(T) che & non vuoto, diverso da X, aperto e chiuso.
Cio e contro le ipotesi e 1'asserto e provato. O

Osserviamo esplicitamente che, in forza della proposizione precedente, abbiamo
che la connessione é invariante per omeomorfismi e vale il seguente corollario.

COROLLARIO 1.6.16. Una funzione continua f : X — Y trasforma sottospazi
connessi di X in sottospazi connessi di Y. O

1.6.1 Connessione in R e R" e connessione per poligonali

Nel presente paragrafo supporremo R e R" dotati della topologia naturale.
PROPOSIZIONE 1.6.17. Ogni intervallo chiuso [a,b] di R é connesso.

DIMOSTRAZIONE. Per assurdo, supponiamo [a,b] unione di due suoi chiusi
C'1, Cy non vuoti e disgiunti e supponiamo b € C;. Notiamo esplicitamente che
nelle nostre ipotesi C';, C sono chiusi anche in R. Allora b € un maggiorante di C
e l'estremo superiore c di ('}, essendo di aderenza per 'y, appartiene a C; ed e di-
verso da b. Ne segue che (¢, b] C Cy, quindi ¢, risultando aderente a C, appartiene
a Cy; un assurdo, essendo C}, C; insiemi disgiunti. O

PROPOSIZIONE 1.6.18. (Connessi di R) I sottospazi connessi di R, con la topologia
naturale, sono tutti e soli gli intervalli.

DIMOSTRAZIONE. Un intervallo di R & connesso in forza delle Proposizioni
1.6.9 e 1.6.17. Ora, consideriamo un sottospazio connesso di R e, per assurdo,
supponiamo che non sia un intervallo. Allora esistono due punti a,b € Y e un
punto z € Y tali che a < z < b. Ne segue che

Y=Y N(—00,2)U(YN(z+00)),
un assurdo perché Y e connesso. O

COROLLARIO 1.6.19. (Teorema del valor medio) Siano X uno spazio topologico
connesso e f : X — R una funzione continua. Allora, per ogni a,b € X, la
funzione assume tutti i valori tra f(a) e f(b).
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DIMOSTRAZIONE. L'immagine f(X) di X in f € un connesso di R e, in forza del-
la proposizione precedente, deve essere un intervallo. Ne segue che l'intervallo
chiuso di estremi f(a) e f(b) & contenuto in f(X). O

ESERCIZIO 1.6.20. Siano J un intervallo di R e ¢ un punto di J diverso da even-
tuali estremi di .J. Provare che J \ {c} € un sottospazio sconnesso di R. O

PROPOSIZIONE 1.6.21. Gli intervalli [0, 1],[0,1) e (0,1) di R sono a due a due non
omeomortfi. Ne segue che ogni intervallo di R, e quindi ogni sottospazio connesso
di R, & omeomorfo ad uno degli intervalli [0, 1], [0,1) o (0, 1).

DIMOSTRAZIONE. Se esistesse un omeomorfismo f : [0, 1] — [0, 1), la restrizio-
ne di f allintervallo (0,1) = [0,1] \ {0, 1} sarebbe un omeomorfismo tra (0,1) e
£(0,1) = [0,1[\{f(0), f(1)} e cio e assurdo perché (0, 1) & connesso mentre f(0,1)
non lo &. In modo analogo si prova che [0, 1] e [0, 1) non sono omeomorfi a (0, 1).
La seconda parte dell’asserto segue dalle Proposizioni 1.5.25 e 1.6.18. O

Ricordiamo che, se a, b sono due elementi di R, la retta ¢ per a e b ha equazione
parametrica

x(t)=(b—a)t+a, teR

e quando ¢ varia in [0, 1] il punto corrispondente x(¢) descrive il segmento di
estremi a, b. Poiché la funzione

teR — x(t) el

e un omeomorfismo tra R (con la topologia naturale) e ¢ (con la topologia indotta
da quella naturale di R"), la Proposizione 1.6.18 puo riformularsi nel seguente
modo (cfr. Proposizione 1.5.17).

PROPOSIZIONE 1.6.22. (Connessi di una retta euclidea) I sottospazi connessi di una
retta di R", con la topologia indotta da quella naturale di R", sono la retta stessa,
le semirette (aperte e chiuse) e i segmenti (aperti, chiusi, semiaperti).

ESEMPIO 1.6.23. (Insiemi convessi) Un sottoinsieme C' di R" si dice convesso se
il segmento di estremi due suoi punti distinti qualsiasi e contenuto in C. Dalle
Proposizioni 1.6.9, 1.6.22 segue che i sottoinsiemi convessi di R" sono connessi.
In particolare risultano connessi, perché convessi, i seguenti sottoinsiemi: R" e
i suoi sottospazi affini, i semispazi (aperti e chiusi), le sfere (aperte e chiuse), i
poliedri regolari convessi (aperti e chiusi) di R3. Si osservi che nel cason = 1 i
sottoinsiemi convessi sono tutti e soli gli intervalli. O
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LHSE

tetraedro cubo ortaedro dodecaedro icosaedro

Figura 1.11: I cinque poliedri regolari convessi (solidi platonici)

ESEMPIO 1.6.24. (Le superfici sferiche sono connesse) La circonferenza S* di centro
l'origine e raggio 1 in R? & immagine della funzione continua

t €10,27] — (sint,cost) € R?.

Allora, in forza delle Proposizioni 1.6.15 e 1.6.17, S!, e quindi tutte le circonfe-
renze di R?, sono connesse. Ora, se tagliamo una superficie sferica S*~' di R”,
n > 2, con un iperpiano otteniamo una superficie sferica di R"~!. Usando questa
osservazione e la Proposizione 1.6.9 ¢ facile provare per induzione su n che 5" e
connessa. Si puo provare che S”, n > 1, & connessa anche osservando che S” ¢ la
chiusura di 5™ \ {A}, con A punto di S”. Infatti, S \ {A} € omeomorfo a R" (cfr.
Esempio 1.5.28), che e connesso, e la chiusura di un insieme connesso & connesso
(cfr. Proposizione 1.6.13). O

ESERCIZIO 1.6.25. Provare che, nel piano euclideo, un segmento (chiuso o aperto
o non chiuso e non aperto) e una circonferenza non sono omeomorfi (aiuto: si
utilizzi 1’Esercizio cfr. 1.5.13). O

ESERCIZIO 1.6.26. Sia X 1'unione di due circonferenze del piano euclideo aven-
ti in comune esattamente un punto. Provare che X non ¢ omeomorfo ad una
circonferenza. O

ESEMPIO 1.6.27. (Poligonali in R") Si chiama poligonale in R" 'unione di una
successione finita di segmenti s4, s, .. ., s, con la proprieta che il secondo estre-
mo di s; e uguale al primo estremo di s;41, j = 1,2,...,m — 1. In forza delle
Proposizioni 1.6.9, 1.6.22, le poligonali risultano insiemi connessi. l

DEFINIZIONE 1.6.28. (Connessione per poligonali) Un sottoinsieme di R" si dice
connesso per poligonali se due suoi arbitrari punti distinti sono estremi di una
poligonale contenuta nell’insieme. O

Risultano, per esempio, connessi per poligonali gli insiemi convessi ed i poliedri.
Non sono connesse per poligonali, pur essendo connesse, le superfici sferiche. La
Proposizione 1.6.9 e il fatto che le poligonali sono insiemi connessi assicurano che
ogni insieme connesso per poligonali e connesso. Esistono, pero, insiemi connessi
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che non sono connessi per poligonali. Le due nozioni, quella di connessione e
quella di connessione per poligonali, coincidono nel caso degli aperti di R"”, come
prova il prossimo risultato.

PROPOSIZIONE 1.6.29. Un sottoinsieme aperto di R", con la topologia naturale,
e connesso per poligonali se, e solo se, & connesso.

DIMOSTRAZIONE. La prima implicazione & conseguenza dell’osservazione pre-
cedente. Ora, per assurdo, sia A un aperto connesso di R" e supponiamo che
contenga due punti «, y che non sono estremi di una poligonale contenuta in A.
Consideriamo 1'insieme A; dei punti di A congiungibili ad  mediante una po-
ligonale contenuta in A e l'insieme A, = A\ A;. Proviamo che A;, che & non
vuoto perché contiene x, € aperto. Infatti, un arbitrario punto a € A; e centro di
un intorno sferico U contenuto in A, essendo A aperto, e, per ogni punto b € U,
il segmento di vertici a, b e contenuto in U. Ne segue che b & congiungibile a x
mediante una poligonale e, di conseguenza, U & contenuto in A; e A; & aperto.
Allo stesso modo si vede che A,, che & non vuoto perché contiene y, & aperto.
Allora A e unione dei due aperti non vuoti e disgiunti A, e A, e cio € assurdo. Ne
segue che A e connesso per poligonali. O

1.6.2 Componenti connesse
Sia (X, 7) uno spazio topologico. Se, per ogni due punti a,b € X, si pone
a ~ b & a,b appartengono ad uno stesso sottospazio connessodi X (1.31)

si ottiene, come subito si prova, una relazione di equivalenza su X. Ogni clas-
se d’equivalenza rispetto a questa relazione si chiama componente connessa di
X. La componente connessa di X contenente un fissato punto a € X si chiama
componente connessa di a e si denota con k(a).

PROPOSIZIONE 1.6.30. Per uno spazio topologico X, valgono le seguenti pro-
prieta:
e X possiede un’unica componente connessa se, e solo se, € connesso;
e ogni componente connessa di X e un connesso;
e un connesso Y contenente un punto a € X e contenuto nella componente
connessa di a;
e la componente connessa di un punto a € X e uguale all’'unione di tutti i
sottospazi connessi di X contenenti a;
e ogni componente connessa di X € un sottospazio connesso massimale (ri-
spetto all’inclusione), e viceversa;
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e ogni componente connessa di X e un chiuso;

e ogni sottospazio connesso, aperto e chiuso di X é una componente connes-
sa.

DIMOSTRAZIONE. E lasciata per esercizio al Lettore. Per la dimostrazione delle
ultime due proprieta si utilizzi la Proposizione 1.6.13. O

OSSERVAZIONE 1.6.31. (Le componenti connesse non sono necessariamente aperte)
Nella precedente proposizione abbiamo visto che le componenti connesse di uno
spazio topologico sono sottospazi chiusi e si prova subito che, se il numero di tali
componenti ¢ finito, allora ogni componente & anche aperta. In generale, pero,
le componenti connesse di uno spazio non sono necessariamente aperte, come e
mostrato nel seguente esempio.

Sia Q I'insieme dei numeri razionali considerato come sottospazio di R, sia Y un
sottospazio di Q con almeno due elementi a, b e supponiamo a < b. Detto r un
numero irrazionale tale che a < r < b, gli insiemi (—oco,r)NY e Y N (r, +00) sono
aperti di Y non vuoti e disgiunti la cui unione ¢ Y e, quindi, ¥ non & connesso.
Ne segue che gli unici sottospazi connessi di Q, e quindi le componenti connesse
di Q, sono i singleton dei suoi punti.

Da notare che anche la topologia discreta su un insieme infinito ha per compo-
nenti connesse i singleton dei suoi punti ma, in questo caso, tali componenti sono
aperte. [

ESEMPIO 1.6.32. (GL(n,R) e SL(n,R)) Il gruppo lineare GL(n,R), cioe il gruppo
delle matrici quadrate invertibili a coefficienti reali, & un sottospazio di R™" con
la topologia naturale. La funzione

f:AeGL(n,R) —» det Ae R\ {0}

& continua e suriettiva, da cui segue che GL(n,R) non & connesso. E facile ren-
dersi conto che GL(n,R) possiede esattamente due componenti connesse: una
f7Y(RT) & I'insieme delle matrici a determinante positivo, 1’altra f~'(R~) quella
delle matrici a determinante negativo. Il gruppo lineare speciale SL(n,R), cioe
il gruppo delle matrici in GL(n,R) a determinante uguale a 1, & contenuto nella
componente connessa f~'(R") di GL(n,R) ed & connesso. O
ESERCIZIO 1.6.33. Calcolare le componenti connesse dei seguenti spazi:

e R meno un numero finito £ di suoi punti;

e R? meno un numero finito & di suoi punti;

e R? meno i punti di una iperbole;

e R? meno i punti di una ellisse;

e R? meno i punti di una parabola;

e R" meno i punti di un iperpiano;

e R™ meno i punti di un sottospazio affine di dimensione k, 0 < k <n — 1;

e 7, considerato come sottospazio di R. O
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1.7 Spazi compatti

Molte proprieta topologiche dei sottospazi chiusi e limitati di R", con la topologia
naturale, dipendono dalla cosiddetta proprieta di compattezza. Tale proprieta,
che definisce un’ampia e importante classe di spazi, sara introdotta e discussa in
questo paragrafo.

DEFINIZIONE 1.7.1. (Spazi compatti) Uno spazio topologico (X, 7) si dice compat-
to se ogni suo ricoprimento di aperti contiene un sottoricoprimento finito. In altre
parole, per ogni famiglia A = {A;},c; di aperti di X tale che

jed

esiste un sottoinsieme finito F' di J tale che

1€l

In tal caso si dice anche che 7 € una topologia compatta. Un sottoinsieme Y di X
si dice compatto se ¢ compatto come sottospazio di X, cioe se per ogni famiglia
A = {A,;};es diaperti di X tale che

Yy cJ4

jeJ

esiste un sottoinsieme finito 7' di J tale che

yclJa O

ieF
ESERCIZIO 1.7.2. Provare che la topologia banale, una qualunque topologia su
un insieme finito e la topologia cofinita sono compatte. Provare, inoltre, che la
topologia discreta su un insieme X € compatta se, e solo se, X e finito. [

ESERCIZIO 1.7.3. Sia {z, } una successione convergente in uno spazio topologico
X avente limite e sia T’ = {x € X : © = zy, per qualche intero £} U {¢}. Provare
che T" & un sottospazio compatto di X. [

ESERCIZIO 1.7.4. Provare che, in uno spazio topologico, 'unione di due sotto-
spazi compatti € compatta. [

ESEMPIO 1.7.5. I sottospazi finiti di un qualunque spazio topologico sono com-
patti; in particolare sono compatti i singleton dei punti. O
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ESEMPIO 1.7.6. (R" non & compatto) L'unione di un numero finito di intorni sfe-
rici, con centro un fissato punto a € R", coicide con l'intorno sferico di raggio
massimo. Ne segue che il ricoprimento di aperti di R" formato da tutti gli intorni
sferici di centro a non contiene un sottoricoprimento finito e, quindi, R” non &
compatto. In particolare, R non e compatto. [

ESEMPIO 1.7.7. (I sottospazi non limitati di uno spazio metrico non sono compatti)
L’esempio precedente si generalizza nel seguente modo. Un sottospazio di uno
spazio metrico X e limitato se e limitata la metrica in essa indotta da X o, equi-
valentemente, se € contenuto in un intorno sferico chiuso di X. Allora, se Y ¢ un
sottospazio non limitato di X, il ricoprimento di Y formato da tutti gli intorni
sferici di centro un fissato punto a € X non contiene un sottoricoprimento finito
di Y e, quindi, Y non e compatto. Ovviamente, uno spazio metrico non limitato
non é compatto. In particolare sono non compatti i sottospazi non limitati di
R™. O

ESERCIZIO 1.7.8. Provare che lo spazio somma (cfr. Esempio 1.3.12) di due spazi
topologici compatti & compatto. O

ESERCIZIO 1.7.9. Siano 7, 7» due topologie su uno stesso insieme X con 7; stret-
tamente meno fine di 7. Provare che:

e 7, compatta = 7 compatta,

e 71 non compatta = 7, non compatta. [

DEFINIZIONE 1.7.10. Si dice che una famiglia di chiusi di uno spazio topologi-
co ha la proprieta dell’intersezione finita se ogni sua sottofamiglia finita ¢ ad
intersezione non vuota. O

PROPOSIZIONE 1.7.11. (Una caratterizzazione dei compatti) Uno spazio topolo-
gico X e compatto se, e solo se, ogni sua famiglia di chiusi con la proprieta
dell’intersezione finita e ad intersezione non vuota.

DIMOSTRAZIONE. Se X e compatto e § = {C;}ic; una sua famiglia di chiusi tale
che N, ; C; = 0, risulta

ier Vi
Uz =< (ﬂ oi) =¢0)=X
il iel

e, per la compattezza di X, esiste un sottoinsieme finito £’ di I tale che

X_U%(Cf)_%<ﬂcf>.

fer fer
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Allora fer Ct = 0 e, quindi, § non ha la proprieta dell” intersezione finita, il che
e assurdo.

Se ogni famiglia di chiusi di X con la proprieta dell’intersezione finita e ad inter-
sezione non vuota e se A = {4, },c; € un ricoprimento di aperti di X, risulta

3 (UAZ) =(%(A) =0

e, quindi, la famiglia di chiusi {%(A;)}:e; non ha la proprieta dell’intersezione
finita. Allora esiste un sottoinsieme finito F' di [ tale che

f]‘%XAf)=2%7(LJ<Af>:=@
fer fer
erisulta X = (J;. Af. Cosi X € compatto e ’asserto & provato. O

PROPOSIZIONE 1.7.12. (I chiusi di un compatto sono compatti) Ogni sottoinsieme
chiuso Y di uno spazio compatto X é compatto.

DIMOSTRAZIONE. Se A = {A,};c; & una famiglia di aperti di X tale che
yclJ4;,
jeJ
X risulta unione dell’aperto X \ Y e della famiglia {A;};c; :
X=(X\Y)U (U A; >
JjeJ
Allora, essendo X compatto, esiste un sottoinsieme finito ' di J tale che
X=(X\Y)U (U A; )
jeF
cioe
yclJa
jeF
e Y e compatto. O

OSSERVAZIONE 1.7.13. (Un sottospazio compatto pud non essere chiuso) I sotto-
spazi compatti di uno spazio topologico non sono necessariamente chiusi, anche
nell’ipotesi che lo spazio sia compatto. Per esempio:



60 FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3

- Nella topologia delle semirette sinistre aperte di R i singleton dei punti sono
compatti ma non chiusi.

-Su X = {a,b}, la topologia con tre aperti 7 = {0}, X, {a}} & compatta e il suo
sottospazio {a} € compatto e non e chiuso.

La proprieta per cui ogni sottospazio compatto € chiuso e invece vera nel caso
degli spazi 75, come fra poco mostreremo. O

LEMMA 1.7.14. Sia X uno spazio T> e Y un suo sottospazio compatto. Allora,
per ogni punto x € X \ 'Y, esistono un aperto U, contenente Y e un aperto V,
contenente x ad interseziona vuota.

DIMOSTRAZIONE. Per ogni y € Y, esistono un intorno aperto A, di y e un
intorno aperto VY di x ad intersezione vuota, essendo X uno spazio 75. Allora e

ycl]A4,

yey

e, per la compattezza di Y, esiste un insieme finito {y1,v2,...,y,} di punti di YV’
tali che

Y CA,UA,U---UA, =U,.
Ora, considerato 1’aperto
Ve=VrnveEn...nVisa,

risulta U, NV, = (. Infatti, se esistesse un punto z € U,NV,, avremmo z € Vi NA,,,
per qualche intero j; un assurdo. O

PROPOSIZIONE 1.7.15. (I compatti di uno spazio 75 sono chiusi) Sia X uno spazio
T,. Allora ogni sottospazio compatto Y di X e chiuso.

DIMOSTRAZIONE. In forza del lemma precedente, ogni punto di X \ Y possiede
un intorno disgiunto da Y, cioe X \ Y € aperto. Ne segue che Y & chiuso. O

OSSERVAZIONE 1.7.16. (Assioma di separazione T3) In forza della Proposizione
1.7.12 e del Lemma 1.7.14, in uno spazio X compatto e 75 vale la proprieta:

e per ogni chiuso C e per ogni z € X \ C esistono un aperto U, contenente C
e un aperto V, contenente x ad intersezione vuota.

Gli spazi topologici T; che verificano la precedente proprieta si dicono spazi T3,
o regolari. Quanto appena osservato assicura che uno spazio compatto e T ¢
anche T5. O
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La proprieta di separazione per le coppie punto-compatto che vale negli spazi
T (cfr. Lemma 1.7.14) si puo estendere alle coppie di sottospazi compatti, come
proveremo nella proposizione che segue.

PROPOSIZIONE 1.7.17. Siano X uno spazio T, e Y;,Y, due suoi sottospazi com-
patti e disgiunti. Allora esistono un aperto V' contenente Y; e un aperto U conte-
nente Y, ad interseziona vuota.

DIMOSTRAZIONE. In forza del Lemma 1.7.14, per ogni punto = € Y}, esistono

un aperto U, contenente Y, e un aperto V, contenente = ad interseziona vuota.
Allora e

neclJv
T€Y]
e, per la compattezza di Y}, esiste un insieme finito {1, z,...,2,} di punti di Y}
tali che
YiCV, UV, u---uV, =V.

Ora, considerato 'aperto
U=U, NU,N---NU,, 2Ys,

risulta U NV = (). Infatti, se esistesse un punto z € U NV, avremmo z € V, NU,,,
per qualche intero j; un assurdo. O

OSSERVAZIONE 1.7.18. (Assioma di separazione 7)) In forza delle Proposizioni
1.7.12 e 1.7.17, in uno spazio X compatto e 75 vale la proprieta:

e per ogni coppia di chiusi disgiunti C, Cs esistono un aperto V' contenente
C e un aperto U contenente C; ad intersezione vuota.

Gli spazi topologici T; che verificano la precedente proprieta si dicono spazi T, o
normali. E chiaro che ogni spazio T} & anche T3. Quanto prima osservato assicura
che uno spazio compatto e I, é anche T),. O

PROPOSIZIONE 1.7.19. (Teorema di B.Bolzano e K.Weierstrass) Ogni sottoinsieme
infinito Y di uno spazio compatto X ha almeno un punto di accumulazione.

DIMOSTRAZIONE. Si supponga, per assurdo, che Y sia privo di punti di ac-
cumulazione e, per ogni punto x € X si consideri un aperto A, per x tale che
Y NA, = 0oppure Y N A, = {z}. Allora, per la compattezza di X, esiste un
numero finito di suoi punti zy, z,, ..., x, tali che

X =A, UA, U---UA,
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e quindi
Y=YNX=YN(A,,UA,U---UA, )= (Y NA,)UY NA,U---UYNA,,).

Ora, poiché Y N A, , j = 1,2,...,n, contiene al piti un elemento, Y risulta finito;
un assurdo. n

PROPOSIZIONE 1.7.20. Sia X uno spazio compatto verificante il primo assio-
ma di numerabilita. Allora ogni successione di punti di X ammette una sotto-
successione convergente (gli spazi con questa proprieta si dicono compatti per
successioni, 0 sequenzialmente compatti).

DIMOSTRAZIONE. Sia {z,} una successione di punti di X e sia 7' I'insieme dei
suoi punti, cioe T' = {z € X : © = zy, per qualche intero k}. Possiamo suppor-
re che 7 sia infinito perche nel caso contrario {z,} € definitivamente costante e
quindi ha una sottosuccessione convergente. Ora, in forza della proposizione
precedente, T' possiede almeno un punto di accumulazione a e possiamo con-
siderare un sistema fondamentale numerabile di intorni {U,, }men di tale punto.
Allora, per ogni k € N, poiché V;, = U; N Uy N - -- N Uy, € un intorno di a, esiste un
punto z,, € Vj erisulta

| e R e e e
Ne segue facilmente che la sottosuccessione {z,, } di {z,} converge ad a. O

OSSERVAZIONE 1.7.21. (Relazioni tra compattezza e compattezza per successioni) La
compattezza e la compattezza per successioni sono nozioni non equivalenti. Esi-
stono, infatti, spazi compatti che non sono compatti per successioni e, viceversa,
spazi compatti per successioni che non sono compatti. E perd possibile provare
che queste due nozioni sono equivalenti per gli spazi metrici (lo proveremo fra
poco per i sottospazi di R"). O

PROPOSIZIONE 1.7.22. Ogni spazio metrico compatto & completo.

DIMOSTRAZIONE. Siano (X,d) uno spazio metrico, (a,) una successione in X
di Cauchy e (a,,) una sua sottosuccessione convergente ad un punto ¢ (esistente
in forza dell’ultima porposizione). Allora, per ogni numero reale € > 0, possiamo
considerare due interi positivi ¢, s tali che

k>t=d(a,,0)<e/2 e mmn>s=dana,) <e?2,
cosi, prendendo k > t e ny > s, abbiamo
n>s=d(a,,0) < d(ay,an,)+ d(a,,,l) <e/2+¢e/2=¢.

Ne segue che (a,,) converge. O
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PROPOSIZIONE 1.7.23. (La compattezza si conserva per continuita) Siano f : X —
Y una funzione continua e X uno spazio compatto. Allora f(X) é un sottospazio
compatto di Y'; in particolare, se f e suriettiva, Y & compatto.

DIMOSTRAZIONE. Se {A!};c; € un ricoprimento di aperti di f(X), essendo f
continua, la famiglia { A; = f~'(A})}ies risulta un ricoprimento di aperti di X e da

questo, per la compattezza di X, se ne puo estrarre uno finito {A;,, 4;,,..., 4;, }.
Allora si ha subito che {A4] , A; ,..., A} } € un ricoprimento di f(X) e 'asserto &
provato. [

Osserviamo esplicitamente che, in forza della proposizione precedente, abbiamo
che la compattezza é invariante per omeomorfismi e che una funzione continua
trasforma sottospazi compatti in sottospazi compatti.

PROPOSIZIONE 1.7.24. Sia f : X — Y una funzione continua di uno spazio
compatto X in uno di Hausdorff Y. Allora f é chiusa. In particolare, se f e biuni-
voca, @ un omeomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Un chiuso C di X e compatto, per la compattezza di X.
Allora f(C') & un compatto di uno spazio 75 e quindi e chiuso. O

1.8 Prodotti

Siano (X1, ), (X2, 72) due spazi topologici, notazione che manterremo in tutto il
paragrafo, e poniamo

B:B(leTQ):{AlXAQQX1><X2COI’1A1€7'1, AQETQ}.

La famiglia B & un ricoprimento di X; x X, e l'intersezione di due suoi elementi
Ay x Ag, A} x A} & ancora un elemento di B, risultando

Ne segue che B verifica gli assiomi delle basi e, quindi (cfr. Proposizione 1.3.28),
esiste un'unica topologia su X; x X, che ammette 5 come base.

DEFINIZIONE 1.8.1. (Spazio prodotto) L'unica topologia 7 sul prodotto X; x Xy
dei sostegni di due spazi topologici (X1, 71), (X2, 72) che ammette B = B(7, )
come base prende il nome di topologia prodotto di 7, e 7. Gli aperti della base B
si dicono aperti elementari. Lo spazio topologico X; x X, = (X; x Xy, 7) prende
il nome di spazio prodotto di X, per X,. Le funzioni

Py, (a1,a2) € Xy x X9 —wa;€ X;, j=1,2,

prendono il nome di proiezioni di X; x X, su X; e Xy, rispettivamente. O
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Nel seguito denoteremo semplicemente con p; la proiezione canonica p, , j =
1,2.

OSSERVAZIONE 1.8.2. Sinoti che l'unione di elementi di B non ¢ in generale un
elemento di B e, quindi, B non & una topologia su X; x X,. Per esempio, nello
spazio prodotto R x R, ove R ha la topologia naturale, i sottospazi (0,1) x (0,1) e
(2,3) x (2,3) sono aperti elementari ma la loro unione non lo é. O

PROPOSIZIONE 1.8.3. Siano B, e B, basi rispettivamente degli spazi topologici
X; e Xy. Allora la famiglia

B(Bl,Bg) = {Bl X By : By € Bl, By € BQ}
e una base per lo spazio prodotto X; x Xo.

DIMOSTRAZIONE. Poiché gli elementi di B(B;, B2) sono aperti di X; x X, basta
provare che ogni aperto elementare di X; x X, & unione di elementi di B(B1, B2).
Se, dunque, A; x A, € un aperto elementare con

Ar=|JB! e Ay=|JB}, con Bl €By, B} €By, (i,j) eI xJ,

iel jeJ
risulta
A x Ay = (UB}) X <UB§.> = |J B!'xB})
iel jeJ (i,5)eIxJ
e I'asserto e provato. O

ESERCIZIO 1.8.4. Siano z; e 2 punti rispettivamente degli spazi topologici X; e
Xy. Siano U, (x1) e Uz(z2) sistemi fontamentali d’intorni rispettivamente di z; in
X; e x5 in X5. Provare che la famiglia

Z/{(lL'l,ZEQ) = {U1 X U2 . U1 S Z/{1<l’1), UQ S Z/[Q(ZL’Q)}

e un sistema fondamentale d’intorni di (z;, ) nello spazio prodotto X; x Xo.
Provare anche che, se U; e U, sono sistemi fontamentali d’intorni rispettivamente
di X, e X5, allora

Z/{:{Ul x Uy : Uy €Uy, UQGUQ}

e un sistema fondamentale di intorni del prodotto X; x Xs. O

OSSERVAZIONE 1.8.5. (R x R & omeomorfo a R?) Il prodotto cartesiano di due in-
tervalli limitati di R, con la topologia naturale, & un sottospazio di R?, con la
topologia naturale, che prende il nome di rettangolo. Nel caso gli intervalli in
questione abbiano la stessa lunghezza si parla ovviamente di quadrato. Non e
difficile provare che valgono le seguenti proprieta:
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e un rettangolo prodotto di intervalli aperti (risp. chiusi) € un aperto (risp.
chiuso) di R? e, in questo caso, si parla di rettangolo aperto (risp. chiuso);

e irettangoli aperti costituiscono una base di R?;

e i quadrati aperti costituiscono una base di R?.

Allora, poiché i rettangoli aperti sono una base anche per la topologia prodotto
R x R (cfr. Proposizione 1.8.3), ne segue che la topologia prodotto di R x R é
esattamente la topologia naturale di R*. O

PROPOSIZIONE 1.8.6. Le proiezioni
p; ¢ (@,a2) € X1 x Xo = a; € Xj,

Jj = 1,2, sono funzioni continue e aperte. Inoltre, la topologia prodotto é la
topologia meno fine di X, x X, per cui le proiezioni risultano continue.

DIMOSTRAZIONE. La proiezione p; trasforma un aperto A; x A, della base B
nell’aperto A; di X; e la controimmagine in p; di un aperto A; di X; & I’aperto
Ay x X di Xy x X,. Ne segue che p; € continua e aperta e in modo analogo si
prova che cio & vero anche per ps. Sia ora ¢ una topologia di X; x X, rispetto
alla quale le due proiezioni sono continue. Allora, per i = 1,2, se A; € un aperto
di X, pi' (A1) = A1 x Xo e py'(Ay) = X; x Ay sono aperti di 0. Ne segue che
A x Ay = (A1 x X3) N (X, X Ay) @ un aperto di o e da cid segue subito che o & pitt
fine della topologia prodotto di X; x Xo. O

ESEMPIO 1.8.7. (Le proiezioni non sono chiuse) In R x R = R? (cfr. Esempio1.8.5),
con la topologia naturale, si consideri il sottoinsiene

Y ={(z,y,) € R* : 2y —1=0} (iperbole equilatera) .

Y e chiuso, perche e un insieme algebrico (cfr. Osservazione 1.5.6), ma la sua
prima proiezione
(YY) = (—00,0) U (0,400) CR

non ¢ un chiuso di R. Cio prova che, in generale, le proiezioni non sono funzioni
chiuse. u

PROPOSIZIONE 1.8.8. (Proprieta di universalita del prodotto) Siano T, X, X, spazi
topologicie f : T'— X1, g : T — X, due funzioni. Allora la funzione

h:aeT — (f(a),g(a)) € X1 x X

é continua se, e solo se, f e g sono continue.
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DIMOSTRAZIONE. Se h e continua, le funzioni f = p; oh e g = py o h sono
continue perché composte di funzioni continue. Se f, g sono continue e A; x A, &
un aperto elementare di X; x Xy, risulta

W (AL x Ag) ={t €T : h(t) = (f(t),9(t) € A1 x Ay}
={teT: f(t)e A, g(t) € A} = fH(A)Ng ' (As),

da cui si ricava che la controimmagine in A di un aperto di X; x X, & un aperto

di 7. Ne segue che h e continua e 'asserto e provato. O
T —L X
h
g p1

XQ b2 Xl X X2
Figura 1.12: Proposizione 1.8.8

COROLLARIO 1.8.9. Siano X, Y due spazi topologicie f : X — Y? una funzione.
Allora, posto f(x) = (fi(x), f2(z)) per ogni z € X, la funzione f e continua se, e
solo se, f; e f; sono continue.

DIMOSTRAZIONE. Basta applicare la proprieta di universalita del prodotto alle
funzioni f; e f. ]

Y 2 Y xY
Figura 1.13: Corollario 1.8.9

PROPOSIZIONE 1.8.10. Siano Y},Y; sottospazi rispettivamente degli spazi topo-
logico X, X,. Allora la topologia indotta da X; x X, suY; x Y; coincide con il
prodotto delle topologie indotte su Y; e Y, rispettivamente da X, e X,.

DIMOSTRAZIONE. Un aperto 7' diY; x Y5 con la topologia indotta da X; x X, &
del tipo (Y7 x Y3) N A, con A aperto nel prodotto X; x X5, per cui

A= |J (Al x4y,

(i,5)eIxJ
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con A; aperto di X; e A? aperto di X,, perognii € I, j € J. Allora risulta

T=VixY)nA=xYy)n| |J (A x4}

(i,5)eIxJ

= U ixyv)n@ixa)= [J n4)x(vanA4j)
(4,9)eIxJ (4,5)eIxJ
da cui si ha che T & aperto nel prodotto delle topologie indotte su Y; e Y, ri-
spettivamente da X; e X,. Le precedenti uguaglianze, lette a ritroso, provano la
seconda parte dell’asserto. O

ESERCIZIO 1.8.11. Siano a e b punti rispettivamente degli spazi topologici X; e
X,. Provare che le funzioni

($1,b> € Xy x {b}—>$1 €X1, (a,l’g) c {CL} X X9 — X9 GXQ,

restrizioni a X; x {b} e {a} x X, delle proiezioni canoniche p;,p, di X; x X
rispettivamente su X; e X5, sono omeomorfismi. O

PROPOSIZIONE 1.8.12. (Prodotti di connessi) II prodotto di due spazi topologici
X1, X5 € connesso se, e solo se, X; e X, sono connessi.

DIMOSTRAZIONE. Le proiezioni canoniche di X; x X5 su X; e X, sono continue
e suriettive e quindi, se X; x X, € connesso, sono connessi anche X; e X,. Suppo-
niamo ora che X; e X, siano connessi e consideriamo due punti (a4, b), (ag, b2) di
X; x Xs. In forza dell’Esercizio 1.8.11, i sottospazi X; x {b2}, {a1} x X5 sono con-
nessi e, in pit1, hanno in comune il punto (a;, b2). Allora (X; x {b2}) U ({a1} x X3)
€ un connesso contenente i punti (ay,b1), (a2, bs) e da cid segue che X; x X, e
CoNNesso. O

PROPOSIZIONE 1.8.13. (Prodotti di compatti) Il prodotto di due spazi topologici
X1, X, e compatto se, e solo se, X; e X, sono compatti.

DIMOSTRAZIONE. Le proiezioni canoniche di X; x X5 su X; e X, sono continue
e suriettive e quindi, se X; x X, & compatto, sono compatti anche X; e X5. Siano
ora X, X, due spazi topologici compatti e A = {A,};c; un ricoprimento di aperti
del loro prodotto X; x Xj:

X1 X X2 = U Aj .
jeJ
Per ogni j € J, l'aperto A; di X; x X, e del tipo
A= U xW,

teT;
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ove Uy, V; sono aperti rispettivamente di X;, X, e T & un insieme. Posto, inoltre,
r-yn,
jeJ

la famiglia
F ={U; X Vitier

€ un ricoprimento di aperti di X; x X,. Per ogni x € X}, risulta

{t}x X% CXix X = Ui xV,

teT

e, essendo {z} x X, compatto, perché omeomorfo a X, (cfr. Esercizio 1.8.11),
esiste un sottoinsieme finito 7'(z) di 7" tale che

{2} x Xy C U U xV;, conz €U, perognit e T(x).

teT (x)

Ora, per ogni = € X, possiamo considerare 1’aperto di X, contenente z, definito

da
Ux)= () U
)

teT (z

e possiamo costruire un ricoprimento di aperti di X; ponendo
U= {U(2)}eexs-

Dalla compattezza di X, segue che esistono un numero finito di punti z;, z»,
..., X, € X1, tali che

X1 =U(z)UU(x)U---UU(xp,)
e la famiglia finita di aperti di X; x X,
{U(21) x W}teT(m) U{U(x9) x W}teT(xg) U U{U(zm) X V;t}tET(acm)

€ un ricoprimeto finito di X; x Xj.

A questo punto osserviamo che, per ogni £k = 1,2,...,m et € T(zy), I'aper-
to U(xy) x V; € contenuto in qualche aperto della famiglia A, diciamo A, 4); di
conseguenza A possiede il sottoricoprimento finito

{Ai(kz,t) : k:1,2,...,m;t€T}

e cosi X; x Xy e compatto. ]
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Vediamo ora come la nozione di prodotto di due spazi topologici si generalizza
in modo naturale a quella di prodotto di un numero finito di spazi. Siano (X, 1),
(X2, 72), ..., (Xn,7), n > 2, spazi topologici, notazione che manterremo in tutto
il paragrafo, e poniamo

B:{A1XA2X-"XAngX1XX2><"'XXnC0nA1€T17 AQGTQ,...,AnGTn}.

La famiglia B & un ricoprimento di X; x X, x - - - x X, e I'intersezione di due suoi
elementi & ancora un elemento di B. Ne segue che B verifica gli assiomi delle basi
e, quindi (cfr. Proposizione 1.3.28), esiste un’unica topologia su X; x Xy x- - - x X,
che ammette B come base. Tale topologia prende il nome di topologia prodotto
diT,7,...,7, e gliaperti della base B si dicono aperti elementari. Le funzioni

Py, (a1,a9,...,0,) € X1 x Xo XXX, ma;€X;, j=1,2,....n

prendono il nome di proiezioni e, come nel caso n = 2, risultano continue e
aperte. Inoltre la topologia prodotto é la meno fine tra le topologie su X; x X, x
.-+ x X,, per cui risultano continue tutte le proiezioni p;.

OSSERVAZIONE 1.8.14. Siano (X, 7)), (X2, 7), (X3, 73) spazi topologici. E facile
provare che le funzioni

((al,ag),ag) S (Xl X XQ) X X3 — (al,ag,ag) € X; x Xy X Xg,

(a1, (az,a3)) € X; x (Xg x X3) = (a1,a2,a3) € X; x Xy x X3,

sono omeomorfismi. Pil1 in generale, se (X1, 71), (X2, 7), ..., (X,, 7,) sono spazi
topologici, le funzioni del tipo

(a1, ai) (a1, - ap)) € (Xy X -+ X Xp) X (Xpp1 X -+ X X)) —

—>(a1,a2,...,an)eX1><X2><...XXn

sono omeomorfismi. ]

OSSERVAZIONE 1.8.15. L'Osservazione 1.8.5 si generalizza nel modo seguente.
Il prodotto cartesiano di n intervalli limitati di R, con la topologia naturale, € un
sottospazio di R", con la topologia naturale, che prende il nome di n—rettangolo.
Nel caso gli intervalli in questione abbiano la stessa lunghezza si parla di n-cubo.
Non e difficile provare che valgono le seguenti proprieta:

e un n—rettangolo prodotto di intervalli aperti (risp. chiusi) & un aperto (risp.
chiuso) di R" e, in questo caso, si parla di n-rettangolo aperto (risp. chiuso);

e gli n-rettangoli aperti costituiscono una base di R™;

e gli n-cubi aperti costituiscono una base di R".
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Ne segue che la topologia prodotto di R x R x --- x R (R per se stesso n volte)
é esattamente la topologia naturale di R" e la topologia prodotto di R" x RF ¢ la
topologia naturale di R", per ogni h, k con h + k = n. O

Tutte le proprieta e le proposizioni provate nel presente paragrafo per il prodotto
di due spazi si estendono senza alcuna difficolta al prodotto di un numero finito
di spazi; in particolare:

PROPOSIZIONE 1.8.16. .

e Vale la proprieta di universalita del prodotto: siano T e X spazi topologici
esiano f; : T'— X funzioni, j = 1,2, ...,n, allora la funzione

h:aeT — (fi(a), faa),..., fula)) € X1 x Xo x--- X,

e continua se, e solo se, ogni f; e continua.

e Il prodotto di un qualsiasi numero finito di spazi e connesso se, e solo se, i
singoli fattori sono connessi.

e Il prodotto di un qualsiasi numero finito di spazi € compatto se, e solo se, i
singoli fattori sono compatti.

1.8.1 Compattezzain Re R"

Nel presente paragrafo supporremo R e R" dotati della topologia naturale.

PROPOSIZIONE 1.8.17. (Teorema di E.Heine e E.Borel) Ogni intervallo chiuso e
limitato [a,b] di R, con la topologia naturale, & compatto.

DIMOSTRAZIONE. Sia A = {4,},c; una famiglia di aperti di R tale che

[a.0] € | 4 (1.32)

jet
e poniamo

X ={z€a,b] : [a,z] C U Ay, T sottoinsieme finito di J } .

teT

Osserviamo che X, contenendo il punto a, € non vuoto. Inoltre, I’estremo supe-
riore y di X, essendo aderente a X(C [a,b]), &€ aderente anche ad [a, b] e quindi
appartiene ad [a, b]. Allora, in forza della (1.32), esistono un aperto A; € A con-
tenente y e un € > 0 tale che (y — ¢,y +¢) C A;. Cosi, essendo y aderente a X,
esistono
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e unpuntoz € (y — €,y +¢€) N X;
e un sottoinsieme finito /' C I tale che [a, 7] C U;cp Af

e risulta

a.2]U(y—ey+e) =lay+e C (| JA)UA;,
feF

da cui
a0 N fa,y+e) C (| A) U4,
feF

e, essendo [a, b] N [a,y + €) contenuto nell'unione di un numero finito di elementi
di A4,

la,b]N[a,y+¢€) C X; (1.33)
in particolare y € X. Ora, se supponiamo y < b, esiste un punto z € [a,b] con
y <z <y+eequindiz € [a,b]N[a,y+€). Allora, in forza della (1.33), z appartiene
a X e cio e assurdo essendo z > y. In conclusione, risulta y = b e l'asserto &
provato. O

PROPOSIZIONE 1.8.18. In R" risultano compatti i seguenti sottospazi:
e glin—rettangoli (in particolare gli n—cubi) chiusi;
e gli intorni sferici chiusi;
e le superfici sferiche chiuse.

DIMOSTRAZIONE. In forza delle Proposizioni 1.8.13, 1.8.17, gli n—rettangoli
chiusi sono compatti perché prodotti di intervalli compatti. Gli intorni sferici
chiusi e le superfici sferiche sono chiusi contenuti in n—rettangoli chiusi (provarlo
per esercizio), che sono spazi compatti, e quindi sono compatti in forza della
Proposizione 1.7.12. ]

PROPOSIZIONE 1.8.19. (Teorema di E.Heine, S.Pincherle e E.Borel) Un sottospazio
Y di R" é compatto se, e solo se, e chiuso e limitato.

DIMOSTRAZIONE. Un sottospazio compatto Y di R” e anche chiuso, essendo
R™ uno spazio 75 (cfr. Proposizione 1.7.15), ed e limitato in forza dell’Esempio
1.7.7. D’altra parte, un sottospazio Y chiuso e limitato di R" € contenuto in un
intorno sferico chiuso S, che & compatto (cfr. Esempio 1.8.18). Allora Y, che &
chiuso anche in S, & compatto perché sottospazio chiuso di uno spazio compatto

(cfr. Proposizione 1.7.12). [

ESEMPIO 1.8.20. (GL(n,R) e SL(n,R) non sono compatti) Il complementare del
gruppo lineare GL(n,R) in R™" (con la topologia naturale) & un chiuso perché
controimmagine dello zero nella funzione continua

det : AeR" — detAcR.
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N

Ne segue che GL(n,R) & aperto e non puo essere chiuso perché R™" & connes-
so. Allora GL(n,R) non & compatto in forza del precedente teorema. Tra I'altro,
GL(n,R) & anche non limitato (dimostrarlo per esercizio). Il gruppo SL(n,R),
invece, € un chiuso in quanto controimmagine di 1 nella funzione determinante.
Anche questo gruppo non € compatto perché non limitato. O

PROPOSIZIONE 1.8.21. (Una caratterizzazione dei compatti di R") Un sottospazio Y’
di R" e compatto se, e solo se, & compatto per successioni, cioé ogni suo sottoin-
sieme infinito possiede almeno un punto di accumulazione in'Y.

DIMOSTRAZIONE. Nell'ipotesi che Y sia compatto, e quindi chiuso (cfr. Propo-
sizione 1.8.19 ), un suo sottoinsieme infinito X ha almeno un punto di accumula-
zione z (cfr. Proposizione 1.7.19 ) e risulta z € X C Y.

Proviamo ora che, se ogni sottoinsieme infinito di Y ha almeno un punto di accu-
mulazione in Y, allora Y e limitato e chiuso.

Supponiamo per assurdo Y non limitato e sia y un punto di Y. Per ogni natu-
rale positivo n, scegliamo un punto x, € Y con z, ¢ D,(y) = B,(y), cio¢
d(y,x,) > n,in modo che sia

d(y, mn—i—l) > d(yv mn)

Allora X = {x1,x2,...,x,,...} € un sottoinsieme infinito di ¥ senza punti di
accumulazione in Y. Infatti, y e i punti «,,, per costruzione, non sono di accumu-
lazione per X. Se, invece, z ¢ un punto di Y \ (X U {y}) e B,(z) un suo intorno
sferico aperto, sia m un intero tale che m > d(y, z) + r. Allora

te B (z)=d(t,y) <d(t,z)+d(z,y) <r+d(z,y) <m= B.(z) C B,(y),

quindi B, (z) contiene un numero finito di punti di X perché x,,, .41, ... non
appartengono a B,,(y); di conseguenza z non puo essere di accumulazione per
X in forza della Proposizione 1.4.22. Abbiamo cosi un assurdo e quindi Y e
necessariamente limitato.

Ciresta da provare che Y e chiuso. A tale scopo, se z € un punto di accumulazione
di Y, possiamo costruire una successione infinita {z, } di punti di Y tale che

d(x,, z) < % , ATy, 2) < d(xp, 2).

Per costruzione, {x,} converge a z, che risulta pertanto punto di accumulazione
per l'insieme infinito X = {x;,x,...}. D’altra parte, per ipotesi, X possiede un
punto di accumulazione y in Y. Ora, supponendo per assurdo z # y, consideria-
mo un intorno U di z e uno V di y disgiunti e, poiché da un certo indice in poi
tutti gli z,, appartengono a U, necessariamente V' contiene un numero finito di
punti di X. Cio e assurdo in forza della Proposizione 1.4.22 e quindi y = z. Ne
segue che Y e chiuso. O
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1.9 Complementi

1.9.1 Compattificazione di Alexandrov

Per uno spazio topologico X non compatto e di notevole interesse trovare spazi
compatti contenenti un sottospazio omeomorfo a X e, in qualche modo, minimali
rispetto a questa proprieta. A tale scopo si da la seguente definizione.

DEFINIZIONE 1.9.1. (Compattificazione) Siano X e K rispettivamente uno spa-
zio topologico non compatto e uno compatto. Lo spazio K prende il nome di
compattificazione di X se contiene un sottospazio omeomorfo a X e denso in
K. O

ESEMPIO 1.9.2. (Una compattificazione della superficie sferica bucata) Siano 5" la
superficie sferica in R” e P un suo punto. Posto X = 5"\ { P}, si ha subito che S"
€ una compattificazione di X. O

Esistono diversi tipi di compattificazione di uno spazio non compatto. La piu
semplice si ottiene “aggiungendo” un unico punto allo spazio X di partenza e si
chiama compattificazione di P.S.Alexandrov di X.

PROPOSIZIONE 1.9.3. (Compattificazione di P.S.Alexandrov) Sia (X, 7) uno spazio
topologico non compatto e si ponga:

e X = X U{oo}, dove oo denota un elemento non appartenente a X (punto
all’infinito o improprio);
o 7o = {AU{o0}, con X \ A sottospazio chiuso e compatto di X'},
o 7 =7UTy.
Allora 7 & una topologia su X e lo spazio (X, 7) & una compattificazione di (X, 7).

DIMOSTRAZIONE. Iniziamo a provare che 7 verifica gli assiomi degli aperti.
Risulta ), X € 7 perché ) € 7 € 7 e X = X U {oo} (X \ X = 0, che & chiuso e
compatto in X).

Se {T;}ic; € una famiglia di elementi di 7 e A 'unione degli elementi di tale
famiglia, possiamo scrivere

A= = (Uﬂ)u Ur|=rur,

iEI T'L eT Ti QT

ove
T:UT;-eT e T’:UTZ-

T,eT TZ'%T
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e, nell'ipotesi 7" # 0,

T'=JT=J@u{c}) = | | J 4| U{cc}

Ti¢t Ti¢t Ti¢T

con X \ A, sottospazio chiuso e compatto di X. D’altra parte, abbiamo che

X\ (4] = e

Tl' %T TrL' ¢’T

e chiuso in X, in quanto intersezione dei chiusi X \ 4;, ed € compatto, in quanto
sottospazio chiuso dei compatti X \ A;; cioe 7" € 7. In definitiva abbiamo provato
che A e del tipo

A=TU U U{c})=(TUU)U{oc},

conT € 7 e X \ U sottospazio chiuso e compatto di X. Ora, risulta che
X\ (TUD) = (X\T)N (X \U)

e chiuso in X, in quanto intersezione dei chiusi (X \ 7'), (X \ U), ed & compatto,
in quanto sottospazio chiuso del compatto X \ U; cioe A € 7. Resta cosi provato
che I'unione di una famiglia di elementi di 7 appartiene a 7.

Se T', T, sono elementi di 7 e chiaro che 7} N 75 appartiene a 7. Se T} = A; U {0},
T, = Ay U {00} sono elementi di 7 \ 7, possiamo scrivere

TyNTy = (A, U{o0}) N (A U {o0}) = (4, N As) U {oo}

X\ (ANAy)=(X\A4)U(X\ Ay)

e un sottospazio chiuso e compatto di X (cfr. Esercizio 1.7.4) ; cioe 71 N1, € 7.
In modo analogo si vede che 71 N1, € 7se 1y € T eIy, € 7. Abbiamo cosi che
l'intersezione di due elementi di 7 appartiene a 7 e con cio resta provato che 7 &
una topologia su 7.

Osserviamo esplicitamente che la topologia 7 di X induce su X la topologia
7, quindi I'immersione + € X — z € X risulta continua e da cid segue che
ogni sottospazio compatto di X @ tale anche in X. Inoltre, X non e chiuso in X,
altrimenti

X\ X = {oo} = {0U {c0}}

dovrebbe essere un aperto e cid non & vero perché X \ () = X non & compatto in
X. Ne segue che X e denso in X.
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Possiamo ora provare che X & compatto. A tale scopo consideriamo un ricopri-
mento U = {T}},c; di aperti di X e siaT; = AU {co} un elemento di U contenente
0o. Poiché X \ A & un sottospazio compatto di X, esiste un suo ricoprimento finito
U CUe{A;} UU C U e un ricoprimento finito di X. O

ESEMPIO 1.9.4. (Compattificazione di Alexandrov di R") Nello spazio euclideo R
consideriamo una sfera S™ e un suo punto P. Non e difficile rendersi conto che
la compattificazione di Alexandrov di S™ \ {P} & omeomorfa a S™. Allora, tenen-
do presente che S" \ {P} & omeomorfo a R" (per esempio mediante la proiezio-
ne stereografica descritta nell’Esempio 1.9.4), si ha che la compattificazione di
Alexandrov di R" é omeomorfa a S™. O

1.9.2 Prodotti di famiglie di spazi

Ricordiamo che, se { X };c; € una famiglia di insiemi, si definisce prodotto della
famiglia, e si denota con [| e X, I'insieme delle funzioni

f:J— UXj, con f(j) € X;, perogni j € J.
jer

Se, per ogni j € J, risulta f(j) = a;, la funzione f si denota con {a;};c; 0 pitt
semplicemente con {a;}. Per ogni i € J, la funzione

Di: {Clj} - HX] — a; GXi
jeJ

si chiama i—ma proiezione. Osserviamo che, se tutti gli X; sono uguali ad un
fissato insieme T, allora il prodotto [],_; X; coincide con l'insieme 7"/ di tutte le
funzioni di Jin 7.

jedJ

Se {(X,,7;)}jes € una famiglia di spazi topologici, la famiglia di sottoinsiemi di
[I;c; X, definita da

B= { N pf1<Af>} : (1.34)

fer

al variare di Ay in 74 e di F' tra i sottoinsiemi finiti di J, verifica gli assiomi
delle basi. Si ha infatti che B & un ricoprimento di [[,;.; X; e I'ntersezione di
due elementi di B & ancora un elemento di B. Ha quindi ha senso la seguente
definizione.

DEFINIZIONE 1.9.5. (Prodotto di una famiglia di spazi) Sia {(X}, 7;) } e, una fami-
glia di spazi topologici e B la famiglia di sottoinsiemi di [[;.; X; definita dalla
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(1.34). L'unica topologia 7 su [[,.; X; per cui B € una base prende il nome di
prodotto delle topologie 7; e lo spazio topologico ([[;.; X;,7) si dice prodotto
degli spazi (X;, ;). O

OSSERVAZIONE 1.9.6. Se J & un insieme finito, e sia J = {1,2,...,n}, allora per
la famiglia BB definita dalla (1.34) risulta

B={A;xAyx - xA, CXgxXogx--xX,conAy €71, Ay €To,..., A, €T},

cioe B si riduce alla base degli aperti elementari nella topologia prodotto su
X; x Xy x --- x X,,. Ne segue che, in questo caso, la topologia 7 introdotta nella
Definizione 1.9.5 coincide la topologia prodotto su X; x X3 x - -+ x X,. O

Come nel caso di un prodotto finito, la topologia prodotto 7 é la meno fine tra le
topologie su [ [,_; X; per cui risultano continue tutte le proiezioni p;.

Nella proposizione che segue riportiamo, senza dimostrazione, tre importanti
proprieta dei prodotti infiniti.

PROPOSIZIONE 1.9.7. .

e Vale la proprieta di universalita del prodotto: siano 1" uno spazio topologi-
co, {X,};es una famiglia di spazi topologici e siano f; : 7" — X, funzioni,
j € J, allora la funzione

h:aeT — {fi(a)}jes GHXJ

jedJ

e continua se, e solo se, ogni f; & continua.

e Il prodotto di una famiglia di spazi & connesso se, e solo se, i singoli fattori
sono connessi.

e (Teorema di A.N.Tychonoff) Il prodotto di una famiglia di spazi é compatto
se, e solo se, i singoli fattori sono compatti.

ESEMPI 1.9.8. Gli esempi che seguono sono casi particolarmente interessanti di
topologie su [[,., X; = T”, nell'ipotesi che tutti gli X; siano uguali ad un fissato
spazio topologico 7'
e Quando J = N7 si ottiene una topologia sull’insieme delle successioni degli
elementi di 7.
e Per J =NeT = [0, 1], lo spazio che si ottiene si chiama cubo di Hilbert.

e Per J = [a,b] € R eT = R si ottiene una topologia sull'insieme delle fun-
zioni di [a, b] in R che si chiama topologia della convergenza puntuale. [
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1.10 Quozienti

In R? una circonferenza X e una curva semplice chiusa Y con qualche nodo, per
esempio un nodo a trifoglio (Figura 1.14), sono sottospazi omeomorfi. Per render-
cene conto suddividiamo X e Y in due archi chiusi consecutivi e concordemente
orientati mediante i punti x;, z5 e yi, yo, rispettivamente.

SO K

Figura 1.14: Circonferenza e nodo a trifoglio

In tal modo abbiamo due archi X;, X, su X rispettivamente di primo e secondo
estremo 1, z, e T3, 71 e, analogamente, due archi Y, Y, su Y rispettivamente di
primo e secondo estremo y, y2 € y2, y; Allora esistono due omeomorfismi

H: Xi =Y, foi: Xo—=Y

tali che
fl(ﬂfl) = f2(371) =, fl(ﬂfz) = f2(3?2) =Y

e la funzione f : X — Y, definita da
a€X, fla)=fila) <= a€X;, j=1,2,

risulta un omeomorfismo tra X e Y. Questo esempio e interessante perché mo-
stra due sottospazi di R? tra loro omeomorfi che, parlando in modo informale,
non possono trasformarsi 1'uno nell’altro mediante "deformazioni continue" ef-
fettuate in R?: per poterlo fare si dovrebbe fuoriuscire da R?, operare in R* (cosa
soltanto intuibile e non realizzabile praticamente) e tornare infine in R3. Cosi, se
vogliamo individuare delle trasformazioni che realizzino un omeomorfismo tra
sottospazi di R? rimanendo in R?, dobbiamo modificare la nostra nozione intui-
tiva di omeomorfismo ammettendo che, oltre alle "deformazioni continue' in R?,
siano lecite anche delle "nuove operazioni'. Nel nostro caso, per esempio, vo-
lendo "deformare" la circonferenza X nel nodo Y, potremmo "tagliare" Y in un
punto, "sciogliere il nodo" e infine "incollare" laddove abbiamo tagliato: il sot-
tospazio ottenuto potra adesso trasformarsi in una circonferenza mediante una
"deformazione continua" secondo la nostra nozione intuitiva e rimanendo in R®.
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I quozienti di spazi topologici, di cui inizieremo lo studio in questo paragrafo,
permettono di descrivere nuove operazioni che si utilizzano in diverse situazio-
ni e in contesti molto generali. Tra queste, per esempio, ritroviamo descritte
in modo rigoroso le cosiddette operazioni di "taglia e incolla" appena illustrate
relativamente al nodo a trifoglio e altre simili.

Siano ~ una relazione d’equivalenza su un insieme X e X/ ~ il relativo in-
sieme quoziente, cioé l'insieme delle classi di equivalenza di X rispetto a ~.
Se denotiamo con [a] la classe d’equivalenza dell’elemento a € X, la funzione
suriettiva

m:a€X —[a e X/~ (1.35)

si chiama proiezione canonica di X sul quoziente X/ ~. Se T' e un sottoinsieme
di X, I'immagine 7(7) di 7" in = si dice proiezione di T'.

Se f: X — Y e un’applicazione tra due insiemi X e Y, la relazione ~ definita da

a,be X, a~pb & f(a) = f(b) (1.36)

e di equivalenza su X e si dice associata ad f. La classe di equivalenza di un
elemento a € X rispetto a ~; sara denotata con [a];, 0 semplicemente con [a] se
non vi & luogo ad equivoci. Denoteremo, inoltre, con 7 la proiezione canonica
di X su X/ ~;. Eben noto che la funzione

i+ laly € X/ ~p = fla) € F(X)
e biunivoca ed é I'unica che rende commutativo il diagramma

X f

f(X)

- (1.37)

Pr
X/~

cioe f(a) = ¢y(ms(a)), per ognia € X.

Da notare che, se ~ € una relazione di equivalenza su X e 7 la proiezione canonica
(1.35), le due relazioni ~ e ~,. coincidono.

I richiami precedenti mostrano che assegnare una funzione suriettiva f tra due
insiemi X eY equivale ad assegnare su X la relazione d’equivalenza ~; (1.36)
e la funzione ;. In questa situazione, Y si puo identificare col quoziente di X
rispetto a ~ e f con la proiezione canonica di X su questo quoziente. Questa
osservazione giustifica la seguente definizione.
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DEFINIZIONE 1.10.1. (Topologia quoziente) Siano (X, 7) uno spazio topologico, Y
un insieme e f : X — Y una funzione suriettiva. La famiglia

7 ={T CY taleche f/(T) € 7}

¢ una topologia su Y (cfr. Esempio 1.3.14), che prende il nome di topologia quo-
ziente di X rispetto a f. Lo spazio topologico (Y, 7¢) si chiama spazio quoziente
e si denota anche con X/f. Se ~ & una relazione d’equivalenza sui punti di X,
la topologia quoziente 7. di X rispetto alla proiezione canonica 7 : X — X/ ~
prende il nome di topologia quoziente di X rispetto alla relazione ~ e lo spazio
topologico (X/ ~, ) si chiama spazio quoziente. O

Osserviamo esplicitamente che, se ~ & una relazione d’equivalenza sui punti del-
lo spazio topologico X e 7 : X — X/ ~ la proiezione canonica, un sottoinsieme
A dello spazio X/ ~ & aperto nella topologia quoziente se, e solo se, 7~ '(A) é
un aperto di X.

PROPOSIZIONE 1.10.2. Siano (X, 7) uno spazio topologico, f : X — Y una fun-
zione suriettiva di X su un insieme Y, 74 la topologia quoziente di X rispetto a
[ e, la topologia quoziente di X rispetto alla relazione ~; . Allora, con riferi-
mento al diagramma commutativo (1.38), si ha che f e 7y sono continue e ¢ € un
omeomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Le funzioni f e 7y sono continue per definizione: le contro-
immagini in f degli aperti di Y e quelle in 7 degli aperti di X/ ~; sono aperti in
X. La funzione ¢; € biunivoca perche f e suriettiva. Ora, se A € un aperto di Y,
f71(A) & un aperto di X e, essendo

F7HA) = (promp)H(A) = 7 (07 (A))

abbiamo che ¢ '(A) & un aperto di X/ ~; e ¢; & continua.

(X,7)

(Y7 Tf)

- (1.38)

Pf

(X/ ~f Tﬂ'f)
Figura 1.15: Proposizione 1.10.2

Infine, se 7" & un aperto di X/ ~, W;I(T> e un aperto in X e, essendo

FHes(T)) = 75 (95 (94 (T)) = 7, 1(T),
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abbiamo che ¢((T") € un aperto di Y/, cioé ¢ € aperta. Resta cosi provato che ¢y
€ un omeomorfismo. O

PROPOSIZIONE 1.10.3. Sia f : X — Y una funzione suriettiva. Allora f é conti-
nua tra gli spazi topologici (X, 7) e (Y, o) se, e solo se, la topologia o di Y & meno
fine della topologia quoziente 7;. Ne segue che 7; & la pit fine tra le topologie su
Y che rende f continua rispetto a (X, 7). ]

DIMOSTRAZIONE. Sia f : (X,7) — (Y,0) continua. Allora la controimmagine
/71 (A) diun aperto A di (Y, o) & un aperto di (X, 7) e, quindi, A & un aperto nella
topologia quoziente, cioe o < 74. Viceversa, se 0 < 7¢, un aperto A in o € anche un
aperto in 77 e, quindi, f~!(A) & un aperto in 7. Ne segue che f & continua rispetto
a o e l'asserto é provato. [

Osserviamo che la proposizione appena provata, nel caso delle relazioni d’equi-
valenza, si specializza nel modo seguente.

PROPOSIZIONE 1.10.4. La topologia quoziente di uno spazio topologico X rispet-
to ad una relazione d’equivalenza ~ é la pit fine tra le topologie su X/ ~ per cui
la proiezione 7 : X — X/ ~ e continua.

ESEMPIO 1.10.5. (Le proiezioni non sono in generale né aperte né chiuse) In R con
la topologia naturale consideriamo la relazione d’equivalenza ~ che identifica i
punti dell’intervallo [0, 1), cioe

a,beR, a~b & a=b o abel0,1).

E chiaro che il sostegno dello spazio quoziente X/ ~ pud identificarsi con l'insie-
me (—o0,0)U{y}U[l, +00), ove y rappresenta la classe d’equivalenza [0, 1) e ogni
punto di (—o0,0) U [1, +00) coincide con la propria classe d’equivalenza. Ora, se
7 & la proiezione canonica di R su R/ ~, la controimmagine 7 '(y) = [0,1) non
e né aperta né chiusa in R e, quindi, y non & né aperto né chiuso in R/ ~ . D’al-
tra parte, (0,1) e [0, 3] sono rispettivamente un aperto e un chiuso di X e risulta
7((0,1)) = 7[0, 3] = y . Cosi 7 non & né aperta né chiusa. O
Ricordiamo che, data una funzione suriettiva f : X — Y fra due insiemi X e Y,

e un sottoinsieme S di X si dice saturo, rispetto a f, se risulta S = f~!f(9),
cioe se risulta unione di classi d’equivalenza rispetto alla relazione ~;
e se T C X, il sottoinsieme saturo f~f(T) (2 T) si dice saturazione di T
(rispetto a f).
Analogamente, se ~ ¢ una relazione d’equivalenza su X, un sottoinsieme S di X
si dice saturo, rispetto a ~, se & unione di classi di equivalenza, cioé se e saturo
rispetto alla proiezione canonica 7 di X su X/ ~ .
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DEFINIZIONE 1.10.6. (Identificazioni) Una funzione continua e suriettiva tra due
spazi topologici f : (X, 7) — (Y, 0) prende il nome di identificazione se o coinci-
de con la topologia quoziente 7 di X rispetto a f. O

PROPOSIZIONE 1.10.7. (Identificazioni e aperti saturi) Sia f : (X,7) — (Y, 0) un’i-
dentificazione e denotiamo con Ay I'insieme degli aperti saturi di X. Allora, per
ogni aperto saturo A di X, I'immagine f(A) e un aperto di Y e la funzione

F:AcAr - f(Aeo

e biunivoca. In altre parole, gli aperti di Y sono tutti e soli le immagini in f
degli aperti saturi di X. Equivalentemente, se ~ e una relazione di equivalenza
sui punti di (X, ), gli aperti dello spazio quoziente X/ ~ sono tutte e sole le
proiezioni degli aperti saturi di X.

DIMOSTRAZIONE. Se A & un aperto saturo di X, risulta A = f~!(f(A)) e dalla
definizione di topologia quoziente segue che f(A) & un aperto di Y. La funzione ¥
& suriettiva perche, per ogni aperto 7' di Y, risulta f~'(T) = f~*(f(f~*(T))), cioe
f7YT) & un aperto saturo di X tale che F(f~'(T)) = f(f~'(T)) = T. La funzione
F e anche iniettiva perche, se A, B sono aperti saturi di X tali che F'(A) = F(B),

risulta A = f1(f(A)) = f~HF(A)) = f~Y(F(B)) = f~Y(f(B)) = B. 0

OSSERVAZIONE 1.10.8. Se X & uno spazio topologico e X/ ~ un suo quozien-
te, possono esistere aperti non saturi di X la cui proiezione & un aperto di X/~,
come mostra I'esempio che segue. In X = [—1, 1] con la topologia naturale consi-
deriamo la relazione d’equivalenza ~ che identifica i punti dell’intervallo (—1, 1)
simmetrici rispetto a 0, cioe

abe X, a~b & a=b o a=-b, se —1<a,b<1.

E chiaro che il sostegno dello spazio quoziente X/ ~ puo identificarsi con I'in-
sieme {—1} U [0, 1], ove ogni punto a € (0, 1) rappresenta la classe d’equivalenza
{—a,a} e—1,0,1sono le classi d’equivalenza rispettivamente di —1, 0, 1. Ora, l'in-
tervallo (3, 1) & un aperto non saturo di X erisulta 7((3,1)) = (3,1). D’altra parte,
N m((3,1) =7 ((3,1)) = (-1,—3)U(3,1) eunaperto di X e, quindi, 7((3,1))

e un aperto di X/ ~ . O

ESERCIZIO 1.10.9. (Identificazioni e chiusi saturi) Sia f : (X,7) — (Y,0) un’i-
dentificazione e denotiamo con C(Y') e C; rispettivamente 1'insieme dei chiusi
di Y e quello dei chiusi saturi di X. Provare che, per ogni chiuso saturo C' di X,
I'immagine f(C) € un chiuso di Y e la funzione

F:CelCr — f(C)ecCy)



82 FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3

e biunivoca. In altre parole, i chiusi Y sono tutte e sole le immagini in f dei chiusi
saturi di X. Equivalentemente, se ~ ¢ una relazione di equivalenza sui punti di
(X, 7), i chiusi dello spazio quoziente X/ ~ sono tutte e sole le proiezioni dei
chiusi saturi di X. O

ESERCIZIO 1.10.10. (Identificazioni e omeomorfismi) Sia f : X — Y un’applicazio-
ne tra due spazi topologici. Provare che f & un omeomorfismo se, e solo se, f e
un’identificazione biunivoca e aperta (chiusa). O

ESEMPIO 1.10.11. (Contrazione a un punto di un sottospazio) Siano X uno spazio
topologico, Y C X un suo sottospazio e ~y la relazione d’equivalenza definita
da

a,beX, a~ybs a=b o abey. (1.39)

Lo spazio quoziente X/~y, che si denota con X/Y, si dice ottenuto da X me-
diante contrazione ad un punto del sottospazio Y e il sostegno di tale spazio
puo identificarsi con 'unione di X \ Y e di un punto y (corrispondente alla classe
d’equivalenza Y). Se 7 : X — X/Y e la proiezione canonica di X sul quoziente,
risulta 7(a) = a,sea ¢ Y,ew(a) =y,sea € Y, perognia € X.

Figura 1.16: Esempio 1.10.11

Ne segue che gli aperti (i chiusi) saturi di X sono tutti e soli quelli che risultano ad
intersezione vuota con Y e quelli che contengono Y. Allora gli aperti (i chiusi) di
X/Y = (X\Y)U{y} sono gli aperti (i chiusi) di X ad intersezione vuota con Y e gli
insiemi del tipo (A\Y)U{y}, con A aperto (chiuso) di X contenente Y. Da quanto
appena osservato segue che, se Y € aperto (chiuso) in X, il punto y € X/Y & un
aperto (chiuso) nella topologia quoziente. Per esempio, nel quoziente R/(0, 1) il
punto corrispondente alla proiezione di (0, 1) & aperto e nel quoziente R/[0, 1] il
punto corrispondente alla proiezione di [0, 1] & chiuso. O

ESERCIZIO 1.10.12. Sia f : X — Y una funzione continua e suriettiva fra gli spazi
topologici X, Y. Provare che:
e se l'immagine f(A) di ogni aperto saturo A di X & un aperto di Y allora f e
un’identificazione;
e se f e aperta (o chiusa) &€ un’identificazione. O

PROPOSIZIONE 1.10.13. (Universalita del quoziente) Siano X, Y, T spazi topologi-
ci, f : X — Y un’identificazione e g : Y — T una funzione. Allora go f é continua
se, e solo se, g é continua.
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DIMOSTRAZIONE. La composizione di due funzioni continue & continua e cosi,
se g & continua, g o f & continua. Ora, se assumiamo g o f continua, anche g &
continua perche, per ogni aperto A di 7,

(go /)" (A)=f"(g(4))
& un aperto di X e, quindi, g7 (A) & un aperto di Y. [

PROPOSIZIONE 1.10.14. (Omeomorfismi di quozienti) Siano X,Y spazi topologici,
f: X — Y un omeomorfismo e ~x,~y relazioni d’equivalenza rispettivamente
su X eY. Allora, se vale la proprieta

a,bEX, CLf\JXb = f(a)NYf(b)
la funzione

F:la)e X/ ~x— [fla) €Y/ ~y
@ un omeomorfismo. [
DIMOSTRAZIONE. Siano 7mx e 7y le proiezioni canoniche di X e Y rispettiva-
mente su X/ ~y e Y/ ~y . La funzione 7y o f & continua perche composizione di

due funzioni continue. Allora, risultando F' o mx = 7y o f, la I’ & continua per il
teorema di universalita del quoziente. Se a,b € X, risulta

F(la]) = (b)) < [f(a)] = [f(0)] & f(a) ~y f(b) & a~xbea] = [0],

cioe F' & iniettiva. Se [y] € Y/ ~y, esiste x € X tale che f(z) = y perché f e
biunivoca, e F([z]) = [f(x)] = [y], cioe F @ suriettiva. La funzione mx o f~! &
continua percheé composizione di due funzioni continue. Allora, risultando F~! o
my = mx o f7!, 'inversa F'~! di F & continua per il teorema di universalita del

quoziente. In conclusione, F' & un omeomorfismo. [
f !
X Y X Y
FO7TX
TX Ty TX %
F7107Ty
X)mox =Y~y X[ mx Y~y

Figura 1.17: Proposizione 1.10.14

Assegnati due insiemi X e Y, una relazione d’equivalenza ~ su X e una funzione
f: X =Y  sidiceche f passa al quoziente, o che ¢ compatibile con la relazione
~, se e verificata la proprieta

a,be X, a~b = f(a)= f(b) (1.40)
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e, in questo caso, risulta ben definita la funzione (associata a f)
F:laleX/ ~ — fla)eY
cioé f = F' o, ove 7 & la proiezione canonica di X sul quoziente X/ ~ .

PROPOSIZIONE 1.10.15. Siano X, Y spazi topologici, ~ una relazione d’equiva-
lenzasu X e f : X — Y una funzione compatibile con ~ . Allora f é continua se,
e solo se, e continua la funzione F' : [a] € X/ ~— f(a) € Y associata a f.

DIMOSTRAZIONE. E unimmediato corollario della proprieta di universalita del
quoziente. [

ESEMPIO 1.10.16. ((S! x I)/(S* x {1}) & omeomorfo a D?) Posto
S'={(z,9,0) € R® : 2> +¢* =1}, I=][0,1],
X=S'"xT={(z,y,t) eER® : 2 +y*=1e0<t <1},
A=8"x {1} ={(z,y,1) eR® : 2* + 9 =1} C X,

osserviamo che X e il cilindro circolare retto di altezza 1 avente per basi le cir-
conferenze S' e A = S' x {1}. Se consideriamo il quoziente di X ottenuto per
contrazione della base A ad un punto con la relativa relazione d’equivalenza ~ 4
su X (cfr. Esempio 1.39), la funzione

f:X = D?={(x,y,0) €R? : 2?2 +¢* <1}
definita da
flz,y,t) = (1 —t)x, (1 —t)y,0), (z,y,0) €S, tel
¢ suriettiva. Infatti, £(0,0,1) = (0,0,0) e, se (a,b,0) € D*\ {0} e (z,y,0) & 'unico

punto di S* sulla semiretta di origine (0, 0, 0) passante per (a, b, 0), esiste un unico
t € I tale che (a,b,0) = (1 — t)(z,y,0) e, quindi, risulta f(z,y,t) = (a,b,0).

»(0,0,1)
&
-
(z,y,t)9 — — 4~ — (0,0,1)
|
g |
e |
(z,y,0) & e—(0,0,0)
fy.t)

Figura 1.18: Esempio 1.10.16
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Inoltre f & continua perché tale in ciascuna delle componenti (cfr. Corollario
1.8.9) ed & compatibile con la relazione d’equivalenza su ~ 4 perché iniettiva su
X\ Ae f(A) = (0,0,0). Pertanto resta ben definita la funzione continua (cfr.
Proposizione 1.10.15)

F:[(z,y,t)] € X)Y — f(z,y,t) € D?,

che, essendo f suriettiva, risulta biunivoca. Allora, dalla compattezza di X segue
che F' ¢ un omeomorfismo (cfr. Proposizione 1.7.24). O

Ricordando che la connessione e la compattezza si conservano per continuita
e che la proiezione canonica di uno spazio topologico su un suo quoziente e
continua, si ha subito la seguente proposizione.

PROPOSIZIONE 1.10.17. Un quoziente di uno spazio connesso e connesso. Un
quoziente di uno spazio compatto € compatto.

OSSERVAZIONE 1.10.18. Siano X uno spazio topologico T3 con | X| > 1, z un suo
punto non aperto e ~ la relazione d’equivalenza su X che identifica tra loro i
punti di X \ {z}. Lo spazio quoziente X,/ ~ contiene esattamente due punti ed
e dotato della topologia con tre aperti, che non e 7. Questo esempio mostra che
la proprieta 7} non si conserva nel passaggio al quoziente. Pit1 in generale, non
e difficile rendersi conto che gli assiomi di separazione non si conservano nel
passaggio al quoziente. ]

1.10.1 Esempi

Ricordiamo che, posto
I = |0, 1] = intervallo unitario chiuso di R,
R" = spazio euclideo n—dimensionale,
Sl ={x € R": |x| = 1} = superficie sferica unitaria di dimensione n — 1,
D" = {x € R": || < 1} = sfera unitaria chiusa di dimensione n,
B" = {x € R" : |x| < 1} = sfera unitaria aperta di dimensione n,

con la topologia indotta da quella naturale di R e R", a seconda del caso, risulta:
Br=D", D"=B", oB"=0D"=S8""1.

ESEMPIO 1.10.19. (I/{0,1} @ omeomorfo a S') Posto X = I = [0, 1] con la topologia
naturale, Y = 01 = {0, 1}, consideriamo il quoziente di / ottenuto per contrazio-
ne ad un punto di Y con la relativa relazione d’equivalenza ~y su X (cfr. Esempio
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1.39) e la funzione continua (cfr. Corollario 1.8.9)
f:te|0,1] — (cos2nt,sen2nt) € S*.
Osserviamo che, risultando f(0) = f(1), & ben definita la funzione
F:la€eX/)Y — f(a)e S,
per la quale risulta f = F o, ove 7 € la proiezione canonica di X su X/Y.

x —1 .4

X/Y
Figura 1.19: Esempio 1.10.19

La funzione F' & biunivoca, perché f e suriettiva, ed € continua per la proprieta
di universalita del quoziente. Ora, X/Y e compatto, perché immagine continua
mediante 7 dello spazio compatto X, e S* & Ty; quindi F' & un omeomorfismo (cfr.
Proposizione 1.7.24) tra X/Y e S*.

Notiamo che si poo pervenire allo stesso risultato anche provando che f & un’i-
dentificazione e usando la Proposizione 1.10.2. A tale scopo, essendo f continua
e suriettiva, basta far vedere che gli aperti di S', cioé le unioni di archi aperti di
S*, sono tutti e soli le immagini in f degli aperti saturi di [0, 1]. Gli aperti saturi
di [0, 1] sono:

(a) le unioni di intervalli aperti contenuti in (0, 1),

(b) le unioni di intervalli aperti contenuti in (0, 1) unite ad un insieme del tipo
[0,2) U (s,1] € [0,1],

e le immagini in f di questi insiemi sono tutte e sole le unioni di archi aperti di
S'.Siha cosi che f & un’identificazione.

E da osservare che la restrizione di f a (0, 1], pur essendo biunivoca, non & un
omeomorfismo perche, per esempio, (3, 1] € aperto in X ma f((3,1]) non & aperto
in S*. O
ESEMPIO 1.10.20. (D"/S™~! & omeomorfo a S*) Generalizzando il risultato dell’E-
sempio 1.10.19, si ha che il quoziente di D" ottenuto per contrazione ad un punto
della sua frontiera 0 D" = S"~! & omeomorfo a S”. Infatti, la funzione

fﬁt: (thtg,...tn) 6D”—>f(t) e s

definita da
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assume lo stesso valore sui punti di S"! e si puod provare che & un’identifica-
zione. In particolare, se in un cerchio chiuso del piano si contrae ad un punto
la circonferenza che lo delimita, si ottiene uno spazio omeomorfo alla superficie
sferica S? in R? (per una dimostrazione si veda [9], pag. 76). O

ESEMPIO 1.10.21. (Il cilindro) In R? il quadrato {(z,y) € R? : 0 < z,y < 1} pud
identificarsi con il prodotto I x I. Definiamo cilindro (topologico) un qualsiasi
spazio topologico omeomorfo al cilindro circolare retto di R?

{(z,y,t) €R® : 22+ =1, 0<t<1}=8"x1.
E possibile provare che la funzione
f:(z,y) €l xI — (cos2mx,sin2mr,y) € S' x I

e un’identificazione (cfr. [9], pag. 78) e, di conseguenza, il quoziente C = (I xI)/f
& omeomorfo al cilindro S* x I. Da notare che nella relazione d’equivalenza ~
sui punti del quadrato I x I, il punto (0, y) viene identificato col punto (1, y), per
ogni y € I, e ogni altro punto & equivalente solo a se stesso.

o ————m— O
Figura 1.20: Il cilindro

Valgono inoltre le seguenti proprieta (provarle per esercizio):

1. La proiezione sul cilindro C = (I x I)/f dei segmenti di estremi (0, 0), (1,0)
e (0,1),(1,1) contenuti in I x I & I'unione di due chiusi disgiunti (nel caso
di un cilindro circolare retto consiste dell’'unione delle due circonferenze di
base).

2. Per 0 < t < 1, la proiezione sul cilindro C = (I x I)/f del segmento di
estremi (0, t), (1,¢) contenuto in I x I & un chiuso I' che sconnette il cilindro,
cioe C \ I" & sconnesso.

3. Una corona circolare chiusa di R? & un cilindro topologico. ]

ESEMPIO 1.10.22. (Il nastro di Mobius) Si chiama nastro di Mébius un qualsiasi
spazio topologico omeomorfo al sottospazio M di R? i cui punti

P(s,t) = (2(s,1), y(s,1), 2(s, 1)),

con 0 < s,t < 1, sono definiti da
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(s, t) = cos2ms + (t — 3) sinms cos 27s,
y(s,t) = sin2ms + (t — 3) sinws sin 27s,
2(s,t) = (t — 3) cosms .

Figura 1.21: Il nastro di Mobius

E da osservare che M risulta omeomorfo alla superficie algebrica del terzo ordine
con equazione y — z%y — y* + 2wz + 222z + 2y*z — y2* = 0.

Analogamente a quanto osservato nell’Esercizio 1.10.21 & possibile provare che
la funzione
fi(s,t)elxI — P(s,t)eM

e un’identificazione e, di conseguenza, il quoziente M = (I x I)/f € omeomorfo
ad un nastro di Mobius. Da notare che nella relazione d’equivalenza ~ sui punti
del quadrato I x I, il punto (0, ¢) viene identificato col punto (1,1 — ¢), per ogni
t € I, e ogni altro punto & equivalente solo a se stesso. E possibile provare che il
nastro di Mébius non si pud immergere in R? senza autointersezioni.

Valgono inoltre le seguenti proprieta (provarle per esercizio):

1. La proiezione sul nastro di Mobius M = (I x I)/f dell'unione dei segmenti
di estremi (0,0), (1,0) e (0,1), (1,1) contenuti in I x I & un chiuso connesso
omeomorfo ad una circonferenza.

2. Per 0 < t < 1,la proiezione sul nastro di Mobius M = (I x 1)/ f del segmento
di estremi (0, ), (1,1 —¢) contenuto in I x / € un chiuso I' che non sconnette
il nastro di Mobius, cioe M \ I" & connesso. O

ESEMPIO 1.10.23. (Il toro) Si chiama toro un qualsiasi spazio topologico omeo-
morfo al sottospazio T di R® i cui punti

P(s,t) = (x(s,1t),y(s,t), 2(s, 1)),
con 0 < s,t < 1, sono definiti dalle equazioni parametriche

x(s,t) = (24 cos 2ws) cos 2t ,
y(s,t) = (2 + cos 27s) sin 27t ,
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z(s,t) = sin27s.

E da osservare che T ha equazione cartesiana

(Vo2 +y2—2)2+2°-1=0.

Inoltre, ricordando che S* = {(cos 27y, sin2mp) € R?* : 0 < p < 1}, si ha che la
funzione

((cos 27s, sin 27s), (cos 2wt 2w sint)) € S x S* — P(s,t) € T

& un omeomorfismo tra il prodotto S* x S* di due circonferenze e il toro T.

Analogamente a quanto osservato nell’Esercizio 1.10.21 ¢ possibile provare che
la funzione
f:(s,t)elxI — P(s,t)eT

e un’identificazione e, di conseguenza, il quoziente (I x I)/f &€ omeomorfo ad un
toro. Da notare che, nella relazione d’equivalenza ~ sui punti del quadrato / x I,
il punto (0, t) viene identificato col punto (1, ¢), il punto (s, 0) col punto (s, 1), per
ogni s,t € I, e ogni altro punto & equivalente solo a se stesso. In particolare
restano tra loro identificati i quattro punti (0,0), (1,0), (0,1), (1,1), cioe i vertici
del quadrato I x I.

e ————F—> 0

b

P - e— - . -0 @ ~ @
/| ]

i} | ] b '\
\j,/J /zinl AT
‘o |

) A A C' A Anp A 10
B b : . (ﬂ\\ b . -\‘. b A

Figura 1.22: Il toro

Notiamo che se a = 7(a) € il punto del toro proiezione di un punto a interno a
I x I eU = B.(a) un intorno circolare aperto di a contenuto nell'interno di 7 x I,
allora U & un aperto saturo, cosi 7(U) = U & un aperto del toro contenente a e
omeomorfo a B.(a). Se, invece, x = {a,a’'} = n(a) = w(a’) & il punto del toro



90 FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3

proiezione dei punti a, a’ sulla frontiera di I x I e diversi dai vertici, esiste € > 0
tale che A = B.(a)N (I x I) e A" = B.(a') N (I x I) siano due semicerchi aperti
contenutiin / x I. Allora V' = AUA’ & un aperto saturo di I x I, la proiezione 7 (V')
e un aperto del toro contenente x ed e facile rendersi conto che & omeomorfo ad
un intorno circolare aperto di R? (cfr. Figura 1.22). Infine, se

y ={(0,0),(1,0),(0,1),(1,1)} = x(0,0) = 7(1,0) = 7(0,1) = 7(1,1)

e il punto del toro proiezione dei quattro vertici di I x I, esiste ¢ > 0 tale che
Agp = B(0,0) N (I x 1), Ajg = B(1,0) N (I x 1), Apy = B(0,1) N (I x I)e
Ay = B.(1,1)N (I x I) siano ciascuno la quarta parte di cerchi aperti contenuti in
I x 1. AlloraV = Ay U Ajp U Agp U Ayy € un aperto saturo di I x I, la proiezione
7(V') € un aperto del toro contenente y ed ¢ facile rendersi conto che € omeomorfo
ad un intorno circolare aperto di R? (cfr. Figura 1.22).

Resta quindi provato che ogni un punto del toro appartiene ad un aperto omeo-
morfo ad un cerchio aperto di R%. O

ESEMPIO 1.10.24. (La bottiglia di Klein) Sul quadrato I x I si consideri la relazione
d’equivalenza ~ che sulla frontiera di / x [ identifica il punto (0,y) col punto
(1,y), il punto (x,0) col punto (1 — z,1), per ogni z,y € I, e lascia equivalente
solo a se stesso ogni punto interno a / x I. Lo spazio quoziente B = (I x I)/ ~
prende il nome di bottiglia di Klein. Con ragionamento analogo a quello fatto
per il toro si vede che un punto qualsiasi della bottiglia di Klein appartiene ad un
aperto omeomorfo ad un cerchio aperto di R?. E possibile provare che la bottiglia
di Klein non si pud immergere in R® senza autointersezioni: nella Figura 1.23 &
mostrata una sua rappresentazione in R?.

-
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Figura 1.23: La bottiglia di Klein

Siano S; e S, due segmenti chiusi contenuti rispettivamente nei lati del quadrato
I x I di estremi (0,0),(1,0) e (0,1),(1,1) e non contenenti alcuno di tali estremi.
Se S; e Sy hanno la stessa proiezione su B, il quadrilatero chiuso con vertici gli
estremi di S; e S, ha per proiezione su B un nastro di Mobius. Cosi resta provato
che la bottiglia di Klein contiene sottospazi omeomorti al nastro di Mobius. Nella
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terza immagine della Figura 1.23 ¢ evidenziata in grigio una parte del quadra-
to I x I la cui proiezione sulla bottiglia di Klein & un nastro di Mobius (Figura
1.21). Ragionando come prima sui lati del quadrato I x I di estremi (0, 0), (0, 1)
e (1,0), (1,1) si prova che la bottiglia di Klein contiene sottospazi omeomorfi al
cilindro. [

ESEMPIO 1.10.25. (Il piano proiettivo (reale)) Sulla superficie sferica S? si conside-
ri la relazione d’equivalenza ~ che identifica le coppie di punti diametralmente
opposti, cioe:  ~ y se, e solo se, y = —x. Lo spazio quoziente RP? = 52/ ~
prende il nome di piano proiettivo (reale).

Sulla semicalotta chiusa di S?
X ={(v,y,2) €S* | 2>0}

si consideri la relazione d’equivalenza ~x (indotta su X dalla relazione ~ su 5?)
che sulla sua frontiera

St ={(z,9,0) | 2 +y* =1}

identifica il punto (z, y,0) col punto (—z, —y, 0) e lascia equivalente solo a se stes-
so ogni punto interno a X. Per costruzione, lo spazio quoziente X/ ~x é omeo-
morfo a RP? = S?/ ~. Osserviamo che la funzione (z,y,2) € X — (z,y,0) € D?
e, come subito si verifica, un omeomorfismo che lascia unito ciascun punto di S L
Ne segue che, se si quozienta D? rispetto alla relazione d’equivalenza ~ che iden-
tifica il punto (z, y,0) col punto (—z, —y, 0) diametralmente opposto e lascia equi-
valente solo a se stesso ogni punto interno a D?, si ottiene uno spazio omeomorfo
a X/ ~x .Siha cosi che

RP? = S%/ ~ ~ X/ ~x ~D?/ ~ .

D’altra parte e possibile provare che esiste un omeomorfismo tra X e il quadrato
I x I (per esempio, si veda [9], Paragrafo 5.4, n.9) che induce I’'omeomorfismo
descritto nell’Esempio 1.5.26 tra la circonferenza frontiera di X e i quattro lati
che formano la frontiera di / x I. Lo spazio X/ ~x ¢, quindi, omeomorfo al
quoziente di I x I rispetto alla relazione d’equivalenza ~ che sulla frontiera di
I x I identifica il punto (0, y) col punto (1,1—y), il punto (z,0) col punto (1—=z, 1),
per ogni z,y € I, e lascia equivalente solo a se stesso ogni punto interno a / x 1.
Abbiamo cosi che RP? & omeomorfo allo spazio quoziente I x I/ ~ (Figura
1.24).
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Figura 1.24: Il piano proiettivo reale

Si noti che il piano proiettivo RP? contiene sottospazi omeomortfi al nastro di M6-
bius. Per esempio nella Figura 1.25 sono evidenziati in grigio parti del quadrato
I x I le cui proiezioni su RP? sono nastri di Mobius (Figura 1.21). Non ¢ difficile
rendersi conto che RP? non contiene sottospazi omeomorfi al cilindro. Inoltre,
con ragionamento analogo a quello fatto per il toro, si vede che un punto qualsia-
si del piano proiettivo appartiene ad un aperto omeomorfo ad un cerchio aperto
di R2.

. . e — -
b b
a i@ a 3
¥
b b
. ° o<~ »

Figura 1.25: Due nastri di Mobius nel piano proiettivo RP?

Un altro modo per definire il piano proiettivo ¢ il seguente. In R? \ {0} si con-
sideri la relazione d’equivalenza ~ che identifica le coppie di vettori proporzio-
nali (appartenenti cioé¢ ad uno stesso sottospazio vettoriale di dimensione uno)
e si costruisca lo spazio quoziente (R*\ {0})/ ~ . E chiaro che gli elementi di
(R*\ {0})/ ~ sono i sottospazi vettoriali di dimensione uno privati del vettore
nullo e che questi possono identificarsi con le rette di R* per I’origine. Ora se, per
ogni retta ¢ contenente 'origine, denotiamo con {x,, —x,} l'insieme dei due punti
che la retta ¢ ha in comune con la sfera S?, la funzione

re (R3\{0})/ ~ — {x¢—m)cRE =52/~

risulta un omeomorfismo tra lo spazio quoziente (R*\{0})/ ~ e il piano proiettivo
RP2.

Con riferimento all’ultimo modello di RP?, se V4, V5 sono sottospazi vettoriali di
R? rispettivamente di dimensione 1,2, le immagini di V; \ {0} e V5 \ {0} me-
diante la proiezione canonica p : R? \ {0} — RP? prendono rispettivamente il
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nome di punto e retta. Osserviamo esplicitamente che un punto e esattamente
un elemento di RP?. I punti e le rette di RP? verificano le seguenti proprieta:

e due punti distinti di RP? appartengono ad un’unica retta;
e due rette distinte di RP? hanno esattamente un punto in comune.

E possibile provare che il piano proiettivo non si pud immergere in R® senza
autointersezioni: nella Figura 1.26 sono mostrate due sue rappresentazioni in
R®. O

Figura 1.26: Due rappresentazioni del piano proiettivo reale in R?

ESEMPIO 1.10.26. (Gli spazi proiettivi (reali)) Sulla superficie sferica S™ si conside-
ri la relazione d’equivalenza ~ che identifica le coppie di punti diametralmente
opposti. Lo spazio quoziente RP" = S"/ ~ prende il nome di spazio proiettivo
(reale) di dimensione n. E chiaro che nel caso n = 2 si ottiene esattamente il piano
proiettivo definito nell’esempio precedente. Nel caso n = 1 lo spazio RP! si chia-
ma retta proiettiva (reale).

Anche per gli spazi proiettivi possiamo mostrare un secondo modello. In R™** \
{0} si consideri la relazione d’equivalenza ~ che identifica le coppie di vettori
proporzionali (appartenenti cioe ad uno stesso sottospazio vettoriale di dimen-
sione uno) e si costruisca lo spazio quoziente (R"*' \ {0})/ ~ . E chiaro che gli
elementi di (R"*!\ {0})/ ~ sono i sottospazi vettoriali di dimensione uno pri-
vati del vettore nullo e che questi possono identificarsi con le rette di R"™ per
'origine. Ora se, per ogni retta ¢ contenente 1’origine, denotiamo con {x,, —x,}
I'insieme dei due punti che la retta ¢ ha in comune con la sfera S™ C R"* la
funzione

re RN\ {0})/ ~ — {zf—ax) €PR" = S/ ~

risulta un omeomorfismo tra lo spazio quoziente (R"*!\ {0})/ ~ e lo spazio
proiettivo RIP".
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Con riferimento all'ultimo modello di PR", se V,,,11 € un sottospazio vettoriale
di R"*! di dimensione m + 1, I'immagine S,, di V,,41 \ {0} mediante la proie-
zione canonica p : R"™'\ {0} — RP" prende il nome di sottospazio proiettivo
di dimensione m. I sottospazi proiettivi di dimensioni 0, 1,2,n — 1 si chiama-
no rispettivamente punti, rette, piani, iperpiani. Riportiamo di seguito alcune
proprieta di PR™:

e due punti distinti di RP" appartengono ad un’unica retta;

e un sottospazio proiettivo di dimensione m < n e un punto di RP" che
non si appartengono sono contenuti in un unico sottospazio proiettivo di
dimensione m + 1;

e un iperpiano e un sottospazio proiettivo m—dimensionale che non si ap-
partengono di RP" s’intersecano in un sottospazio proiettivo di dimensione

m — 2;
e ogni sottospazio proiettivo di dimensione m di RP" & omeomorfo allo spa-
zio proiettivo RP™. [

OSSERVAZIONE 1.10.27. Nello spazio quoziente ottenuto da un quadrato iden-
tificando una o due coppie di lati opposti, si definisce bordo 'insieme dei punti
per cui non esiste un intorno aperto omeomorfo ad un cerchio aperto di R?. Cid
premesso, sintetizzando alcune osservazioni degli esempi precedenti, abbiamo

che:
il cilindro ha bordo non vuoto e sconnesso;

e il nastro di Mobius ha bordo non vuoto e connesso;

e il toro ha bordo vuoto, contiene sottospazi omeomorfi al cilindro e non
contiene sottospazi omeomorfi al nastro di Mobius;

e la bottiglia di Klein ha bordo vuoto, contiene sottospazi omeomorfi al cilin-
dro e sottospazi omeomorfi al nastro di Mobius;

e il piano proiettivo ha bordo vuoto, non contiene sottospazi omeomorfi al
cilindro e contiene sottospazi omeomorfi al nastro di Mébius.

Ne segue che il cilindro, il nastro di Mébius, il toro, la bottiglia di Klein e il
piano proiettivo sono spazi topologici a due a due non omeomotfi. N

ESERCIZIO 1.10.28. (RP! e S! sono omeomorfi) Provare che la retta proiettiva reale
e una circonferenza sono spazi omeomorfi. [

1.11 Superfici topologiche

La superficie sferica S?, con la topologia indotta da quella naturale di R?, non &
omeomorfa a R? : 5% & uno spazio compatto a differenza di R?. Nonostante cio S*



FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3 95

si pud ricoprire con aperti ciascuno dei quali & omeomorfo a R? : basta prendere,
per esempio, i complementari di due suoi punti distinti. La stessa proprieta & ve-
rificata anche dal toro, dalla bottiglia di Klein e dal piano proiettivo reale, come
gia osservato negli Esempi 1.10.23, 1.10.24, 1.10.25. In modo del tutto informa-
le possiamo dire che se ci limitiamo ad osservare questi spazi nelle “vicinanze”
di un punto li percepiamo “piatti” e “somiglianti” al piano euclideo, mentre, vi-
sti nella loro globalita, possono avere le forme le pit svariate. Gli spazi topolo-
gici, che come gli esempi precedenti hanno la proprieta di essere “localmente”
omeomorfi a R?, prendono il nome di superfici topologiche.

Il presente paragrafo e una breve introduzione allo studio delle superfici topolo-
giche. Purtroppo non avremo la possibilita di trattare ’argomento in modo ap-
profondito e spesso saremo costretti ad omettere le dimostrazioni di importanti
risultati o a presentarle in modo euristico e non rigoroso, affidandoci molto all’in-
tuizione. Per esposizioni pili precise e approfondite si rimanda alla bibliografia
riportata alla fine di questi appunti, in particolare a [1].

DEFINIZIONE 1.11.1. Uno spazio topologico X si dice superficie topologica (sen-
za bordo) se & connesso !, di Hausdorff, a base numerabile e tale che, per ogni
punto a € %, esiste un intorno aperto di « omeomorfo ad un cerchio aperto di R?
(e quindi a R?). O

ESERCIZIO 1.11.2. Provare che ogni punto di una superficie topologica appartie-
ne ad un intorno chiuso omeomorfo a D? (cerchio chiuso di R?). Il

ESEMPI 1.11.3. R? e tutti i suoi sottospazi aperti e connessi sono chiaramente
esempi di superfici topologiche. Altri esempi di superfici topologiche sono: la
superficie sferica S2, il toro, la bottiglia di Klein, il piano proiettivo reale (cfr.
Esempi 1.10.23, 1.10.24, 1.10.25), le superfici algebriche connesse di R?, le frontie-
re dei poliedri convessi.

I sottospazi non aperti di R? non sono superfici topologiche. O

1.11.1 Quozienti di poligoni etichettati

In R? consideriamo un poligono compatto e convesso * Py, con 2n lati (n > 1)
e, fissato un verso di percorrenza w* della frontiera o P, ordiniamo linearmente

ipotesi di connessione & soltanto un’ipotesi di comodo. Se nella definizione non si fa 1'i-
potesi della connessione lo studio di una superficie si ridurra a quello delle sue componenti
connesse.

ZPer poligono compatto e convesso P intendiamo la regione limitata del piano R? individua-
ta dai lati di P, compresi i lati stessi. Chiaramente i lati di P costituiscono la frontiera 0P del
poligono.
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l'insieme dei suoi lati ¢y, (s, . . ., {5, in modo coerente col verso di percorrenza w.
Un lato di P,,, su cui si sia fissato un orientamento si chiama lato orientato. Una
funzione che ad ogni lato di P», associa uno dei suoi due orientamenti si chiama
orientazione dei lati di P», e la coppia formata da P, e una sua orientazione dei
lati si dice poligono a lati orientati.

Consideriamo ora le parole su n lettere a4, as, . . ., a, del tipo
€1 2 €ian
ata? - a; .
1 J2 Jan ’ (1 41)

dove ogni lettera a; compare esattamente due volte e ¢;, = +1; nel seguito scrive-
remo a; invece di ajl. Ogni parola di questo tipo si chiama etichettatura di P,
e determina l'orientazione dei lati di P, che assegna a ciascun lato ¢; I'orienta-
mento concorde o discorde con w* a seconda che I'esponente di a; sia +1 o —1.
La coppia formata da P, e una sua etichettatura si dice poligono etichettato.

A questo punto, fissata un’etichettatura di P»,, ad ogni lato ¢ e associata la stessa
lettera di un solo altro lato ¢’ ed esiste un unico omeomorfismo lineare ¢, tra
questi due lati che rispetta le orientazioni ad essi associate dall’etichettatura (cfr.
Osservazione 1.5.20). Possiamo allora considerare in P, la relazione d’equiva-
lenza ~ che sulla frontiera o P»,, identifica le coppie di punti corrispondenti in un
omeomorfismo del tipo ¢, » e lascia equivalente solo a se stesso ogni punto inter-
no a P, . Lo spazio quoziente P,/ ~ di P, rispetto alla relazione d’equivalenza
determinata da un’etichettatura di P, € connesso e compatto, perche tale € Ps,.
Esso, inoltre, € una superficie topologica, come subito si prova con considerazio-
ni analoghe a quelle fatte per il toro nella parte finale dell’Esempio 1.10.23. Tale
superficie si dice associata al poligono etichettato, o all’etichettatura, in conside-
razione. Due vertici di P», si dicono equivalenti se sono tali rispetto alla rela-
zione ~ prima definita. Chiaramente, una classe completa di vertici equivalenti
corrisponde ad un punto della superficie associata a P,,.

A volte, con abuso di notazione, la superficie associata ad un poligono etichettato
si denota con la stessa parola che indica l’etichettatura del poligono.

OSSERVAZIONE 1.11.4. Fissato un verso di percorrenza w™ della frontiera 0P,
di un poligono regolare P, a lati orientati, un’etichettatura corrispondente allo
spazio quoziente, ottenuto da P, identificando a coppie i suoi lati, si ottiene nel
seguente modo:

1. sisceglie arbitrariamente un vertice e si assegna una stessa lettera ai lati che
devono identificarsi;
2. partendo dal vertice scelto e seguendo il verso di percorrenza w, si etichet-
tano i lati, nell’ordine in cui si incontrano,
e con la lettera assegnata se 1’orientazione indicata su di essi & concorde
conw™,
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e con la lettera assegnata ad esponente —1 se l'orientazione indicata su
di essi & non concorde con w. O

ESEMPIO 1.11.5. (Quozienti di quadrati etichettati) Con riferimento a due lettere
a,b e al verso di percorrenza orario dei lati di un quadrato, le etichettature

aba b7t ab™ta7'b7t, abab

determinano rispettivamente il toro, la bottiglia di Klein e il piano proiettivo reale
(cfr. Paragrafo 1.10.1 e Figura 1.27). Si noti che i quadrati etichettati della Figura

1.27 hanno i quattro vertici tra loro equivalenti. O
toro bottiglia di Klein piano proiettivo
o —————> 0 [ ] [ ] o ————> 0
b | b b
O b . O b . O b .
aba~ b1 ab~ta=1p7! abab

Figura 1.27: Quozienti di quadrati etichettati

ESEMPIO 1.11.6. (Quozienti di digoni etichettati) Due punti antipodali di una cir-
conferenza suddividono la circonferenza stessa in due semicirconferenze. Cio
suggerisce di considerare D? come un poligono “generalizzato” P, con due lati
( digono) e, in analogia con quanto fatto per un poligono P»,, permette di con-
siderare la superficie associata ad una sua etichettatura. Le superfici associate
alle etichettature aa™' e aa di P, corrispondono rispettivamente alla superficie
sferica S? e al piano proiettivo RP? (cfr. Figura 1.28). Si osservi che, anche in
questo caso, i vertici dei digoni sono equivalenti rispetto alle due etichettature
considerate. O

-

{ 1% \
il a | a N
A AN &

/

S NP

Figura 1.28: La superficie sferica S? e il piano proiettivo reale RP?

Da notare che etichettature distinte di un medesimo poligono possono dar Iuo-
go ad una stessa superficie; per esempio, abab e a~*b~ta'b~! sono etichettature
diverse del quadrato che danno luogo al piano proiettivo.
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DEFINIZIONE 1.11.7. Due poligoni etichettati, o due etichettature di un poligono,
si dicono equivalenti se le corrispondenti superfici associate sono omeomorfe.
O

Nel seguito, col termine “superficie” intenderemo sempre “ superficie topologi-

V4

ca .

OSSERVAZIONE 1.11.8. Se un poligono etichettato possiede due lati corrispon-
denti con lo stesso esponente, allora la superficie associata contiene sottospazi
chiusi omeomorfi al nastro di Mobius. Per rendersene conto basta ragionare co-
me nell’Esempio 1.10.24. Analogamente, se il poligono possiede due lati corri-
spondenti con esponenti diversi, allora la superficie associata contiene sottospazi
chiusi omeomorfi al cilindro. O]

DEFINIZIONE 1.11.9. Sia g un intero positivo.
La superficie associata ad un poligono P,, con etichettatura
aaza;'ay’ - Cl2g—16l2g(12_gl_1a2_g1 (1.42)

prende il nome di multitoro di genere g, o g—toro, e si denota con T}. La superfi-
cie sferica S? si considera come un multitoro di genere 0 e, per tale motivo, la si
denota anche con T,,.

La superficie associata ad un poligono P,, con etichettatura

A1G1G202 * * - Q24024 (14:3)

prende il nome di multipiano proiettivo di genere g, o g—piano proiettivo, e si
denota con Uj,. O

OSSERVAZIONE 1.11.10. I vertici di un poligono con etichettatura del tipo (1.42)
0 (1.43) sono tra loro equivalenti. O

1.11.2 Somma connessa di superfici

Introduciamo una costruzione che, a partire da due superfici, permette di otte-
nerne una terza mediante operazioni dette di “taglia” e “incolla”. In modo non
formale 1’operazione pud descriversi nel seguente modo: si “taglia” da ciascuna
delle due superfici assegnate un aperto omeomorfo ad un cerchio aperto B* di R?
e si “incollano” gli spazi cosi ottenuti lungo le frontiere dei due aperti eliminati.

7 T, g i
™, \ / e \
s Y F e \, / & \
‘ A i . f ~— _ e
| ~er—’ | > | » = ] —

|‘! O ) | iz

Figura 1.29: Somma connessa di due tori
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DEFINIZIONE 1.11.11. (Somma connessa) Siano ¥, 33 due superfici disgiunte, Uy,
U, due aperti omeomorfi a B? rispettivamente di ©; e 35 e

hZDUl —>DU2

un omeomorfismo tra le frontiere di U; e U,, che risultano omeomorfe alla circon-
ferenza S* (cfr. Esercizio 1.11.2). Consideriamo lo spazio somma (cfr. Esempio
1.3.12)
X = \U)U(X2\ V)

e la relazione d’equivalenza ~ su X che identifica le coppie di punti in oU; UoUs,
che si corrispondono in e lascia equivalente solo a se stesso ogni altro punto.
Lo spazio quoziente X/ ~, come subito si prova, risulta una superficie che si dice
somma connessa di | e Y5 e si denota con X #Y,. O

Se ¥, ¥4, X3 sono superfici, € possibile provare che:
e la somma connessa X;#X,, a meno di omeomorfismi, non dipende dagli
aperti U;,U, scelti rispettivamente in ¥, e 3;
e la somma connessa di ¥; e di una superficie sferica S* & omeomorfa a 3y;
o X HYy = Yo#dy;
o (X1 #Xo)#N3 o X #(Ea#Es).

Dall’ultima relazione segue che, per induzione, ¢ ben definita la somma connessa

INE DT R DY
di k (> 2) superfici 31,3, ..., Y.

W R S I LESHN

Figura 1.30: 3 #5% ~ %

ESEMPIO 1.11.12. La somma connessa di due tori ¢ omeomorfa al quoziente del-
I'ottagono etichettato aba='b~'cdc*d™! (cfr. prima riga della Figura 1.31), cioe &
un 2—toro 75. La somma connessa di due piani proiettivi U, € omeomorfa al quo-
ziente del quadrato etichettato aabb, cioe € un 2—piano proiettivo U, (cfr. seconda
riga della Figura 1.31). O
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ESERCIZIO 1.11.13. Generalizzare 1’esempio precedente provando per induzione
su g che la somma connessa di g tori 7, € omeomorfa al quoziente di un poligono
P,y con etichettatura ayagay 'ay ' - - - agg—1a24a5, a5, € chela somma connessa di g
piani proiettivi U, € omeomorfa al quoziente di un poligono P,, con etichettatura
1a10203 - - - AagQ2g. O

La proposizione che segue ¢ di immediata dimostrazione.

PROPOSIZIONE 1.11.14. La somma connessa di due superfici compatte é una
superficie compatta. [

In generale, per la somma connessa di superfici associate a poligoni etichettati si
puo provare il seguente risultato.

PROPOSIZIONE 1.11.15. Siano ¥ , X, le superfici associate alle etichettature

€1 Sz . Son Cipp€ia | p€iom
a.jl ajg ajgn € bil bi2 bi2m
dei poligoni Ps,,, P»,, con 2n e 2m lati, rispettivamente. Allora la somma connessa

Y1 #3%, é la superficie associata all’etichettatura

€1 G2 | ConpCi1pCia  pCiom
A, g gyt by PO by
di un poligono Py, .,y con 2(n + m) lati. O
a d ”/m
|
b g a : dy
_> i \\.
e S
a I
d \ b : c
|
w e
aba b cdc'd ™!

Figura 1.31: T, ~ aba b tede'dt e Uy =~ aabb
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PROPOSIZIONE 1.11.16. Sia P, un poligono etichettato del tipo descritto in Fi-
gura 1.11.2-1 e, con riferimento alle Figure 1.11.2-2,3, consideriamo i due poligoni
P', P” ottenuti tagliando P», lungo il segmento b che unisce i vertici E, F'. Allora
P>, € omeomortfo al poligono etichettato che si ottiene identificando i lati orientati

etichettati con a in P e P’ (si veda Figura 1.11.2-4,5). O
P i > W
N e\, e ‘-f AP et T T
7] b ; ;
i} ] (ﬂ 5 a Ta p i” alla p b e b
‘v\._{!f o] \I‘A'J\\._ Uﬁu \'v‘\_.\‘ ] ]J,'\J \"“'-lr\ 'I_'.'N \'.r'\.‘,\-
1 > 3 4 5

Figura 1.32: Proposizione 1.11.16

ESEMPIO 1.11.17. La somma connessa U, di due piani proiettivi ¢ omeomorfa

alla bottiglia di Klein (cfr. Figura 1.33). O
a . a 73 a a a
bottiglia
b s a | a
st oa 1" Pl N b SN ) B4 p N T WL
S — _ — — —
a a c C

Figura 1.33: (bottiglia di Klein) ~ U,

ESEMPIO 1.11.18. La somma connessa di un toro e di un piano proiettivo & omeo-
morfa al quoziente dell’esagono etichettato ccbab™ta™! (cfr. Figura 1.34). H

Figura 1.34: T,1#U; e (bottiglia di Klein) #U;

ESEMPIO 1.11.19. La somma connessa della bottiglia di Klein e di un piano proiet-
tivo & omeomorfa al quoziente dell’esagono etichettato ccb™*ab~'a™! (cfr. Figura
1.35),

ESeEmMPIO 1.11.20. (T,;#U; ~ U3) La somma connessa di un toro e di un piano
proiettivo é omeomorfa alla somma connessa di tre piani proiettivi: T1#U; ~
Us. Per provare questa proprieta, tenendo conto dell’esempio precedente, ba-
sta far vedere che la somma connessa di un toro e di un piano proiettivo e la
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somma connessa della bottiglia di Klein e di un piano proiettivo sono entrambe
omeomortfe al quoziente dell’esagono etichettato cacbab™' (cfr. Figura 1.36). [

Figura 1.36: T1#U; ~ Uy

L'esempio precedente si generalizza nel seguente modo.

PROPOSIZIONE 1.11.21. (T #U;, ~ Uy,,;) La somma connessa di un g—toro e di
un h—piano proiettivo & omeomorfa ad un (2g + h)—piano proiettivo.

DIMOSTRAZIONE. Proviamo l’asserto per induzione su g. In forza dell’esempio
precedente, l'asserto e vero per g = 1:

T#Uy, ~ (T1#U)#Up—1 ~ Us#Up—1 = Upga.

Ora, se assumiamo l'asserto vero per ¢’ < g, abbiamo:

T,#Up >~ Ty 1 #(T1#U)# U1 = Ty 1 #Us#HUp—1 = Ty 1#Up 0 = Usgin,
come volevamo dimostrare. O
Per i quozienti dei poligoni etichettati vale il seguente fondamentale risultato.

PROPOSIZIONE 1.11.22. Ogni superficie associata ad un poligono etichettato e
omeomorfa ad una sfera S?, o a un multitoro, o al piano proiettivo reale, o a un
multipiano proiettivo. 0
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DIMOSTRAZIONE. Cominciamo con l'osservare che un poligono etichettato con
due soli lati & del tipo aa~* oppure aa e corrisponde ad una sfera S? o ad un piano
proiettivo, rispettivamente. Sia dunque ¥ la superficie associata ad un poligono
etichettato P, con 2n lati, n > 1. Una coppia di lati etichettati con la stessa
lettera puo avere i lati orientati in modo discorde o in modo concorde: nel primo
caso diremo che la coppia e di primo tipo, nell’altro caso di secondo tipo. Cid
premesso, proveremo l’asserto con una procedura che ci permettera di costruire
un poligono etichettato equivalente a P, e del tipo desiderato.

Passo (a): Eliminazione delle coppie di lati adiacenti del primo tipo in P,,.

Due lati adiacenti che formano una coppia del primo tipo possono essere identifi-
cati, e quindi eliminati, come mostrato nella Figura 1.37. In tal modo P, si riduce
ad un poligono equivalente Ps,_, con 2n — 2 lati. Continuando ripetutamente con
questa riduzione, finché possibile, otteniamo un poligono etichettato P* equiva-
lente a P, e privo di coppie di lati adiacenti di primo tipo. Se P* ha esattamente
due lati, come gia osservato, P corrisponde alla sfera S? o al piano proiettivo e
la procedura termina qui. Nel caso contrario, cioé se P* ha almeno quattro lati,
andiamo al passo successivo.

COOU

Figura 1.37: Eliminazione di una coppia di lati adiacenti di primo tipo.

. P

Figura 1.38: Riduzione ad un’unica classe d’equivalenza di vertici.

Passo (b): Identificazione di tutti i vertici di P®.

Se il poligono etichettato P* ha tutti i vertici equivalenti, andiamo al passo suc-
cessivo (c). Se P? possiede vertici non equivalenti, possiamo scegliere due vertici
consecutivi non equivalenti P e Q come mostrato nel primo grafico della Figura
1.38. Allora, con riferimento agli altri tre grafici della stessa figura, tagliamo P*
lungo il segmento ¢ che unisce Q al primo vertice del lato a e, nei due poligo-
ni ottenuti, identifichiamo i lati etichettati con a. In questo modo otteniamo un
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poligono equivalente a P* con un vertice in meno nella classe di equivalenza di
P e uno in pit nella classe di equivalenza di Q. Allora, continuando con questa
procedura - alternandola, se necessario, col Passo (a) - otteniamo un poligono eti-
chettato P’ equivalente a P?, senza coppie di lati adiacenti di primo tipo e con
una sola classe d’equivalenza dei vertici.

Passo (c): Rendere adiacenti i lati delle coppie di secondo tipo in P.

Supponiamo che P’ possegga una coppia di lati del secondo tipo non adiacenti.
Allora, con riferimento alla Figura 1.39, tagliamo P’ lungo il segmento a e iden-
tifichiamo i lati etichettati con b. In questo modo otteniamo un poligono equi-
valente a P’ nel quale una coppia di lati del secondo tipo non adiacenti & stata
sostituita con una coppia di lati del secondo tipo adiacenti. Allora, continuando
con la stessa procedura, si arriva ad un poligono etichettato P equivalente a P,
con una sola classe d’equivalenza dei vertici e privo di coppie di lati non adiacenti
di secondo tipo.

o>

Figura 1.39: Rendere adiacenti i lati delle coppie di primo tipo.

Ora, se P° non contiene coppie di lati di primo tipo, la dimostrazione e conclusa
in quanto P° risulta del tipo aya;azas - - - a,a, € ¥ € un multipiano proiettivo. Nel
caso contrario andiamo al Passo (d).

Passo (d): Raggruppare le coppie di lati di primo tipo in P*.

Osserviamo che il poligono P¢ non puo presentarsi con coppie di lati di primo
tipo come nel primo grafico della Figura 1.40, ove nessun vertice della poligonale
A puo identificarsi con un vertice della poligonale B: se cid accadesse i vertici
iniziali e finali di ¢ non potrebbero identificarsi e P¢ conterrebbe piti di una classe
d’equivalenza di vertici.

Figura 1.40:
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Ne segue che in P¢ ogni coppia di lati di primo tipo (a,a™') é separata da un’al-
tra coppia di lati dello stesso tipo (b,b™'); cioe i lati etichettati con a e b devo-
no presentarsi in una posizione del tipo a---b---a”---b7'..., come mostrato
nel secondo grafico della Figura 1.40. Consideriamo dunque i lati di due cop-
pie (a,a™), (b,b7') del primo tipo in P¢ disposti come nel secondo grafico della
Figura 1.40 e rendiamo questi lati consecutivi mediante le operazioni di taglia e
incolla descritte nella Figura 1.41. Iteriamo poi il procedimento fino a quando
non otteniamo un poligono P? equivalente a P° nel quale le coppie del primo
tipo figurano tutte in gruppi adiacenti di quattro del tipo aba'b~'.

In conclusione, il poligono P? o & del tipo

arbiay *by taghoay byt - - - anbyan bt

oppure del tipo

alblaflbflagb2a51b2 - -anbnaglbglclclcgcz “ CCom -

Allora, nel primo caso P? & un n—toro; nel secondo caso invece, in forza della
Proposizione 1.11.21, & un (m + 2n)—piano proiettivo. Il nostro asserto e cosi
completamente provato. [

Figura 1.41:

DEFINIZIONE 1.11.23. (Triangoli) Un triangolo di una superficie ¥ & una terna
(T, T, f) ove

e 7' ¢ un sottospazio chiuso di ¥;

e 7" & un triangolo chiuso del piano euclideo R?;

e [ T'— T eun omeomorfismo.
Nel seguito, se non vi & luogo ad equivoci, sottointendendo 7" e f, denoteremo
semplicemente con 7' il triangolo (7', 7", f). Le immagini in f dei lati e dei vertici
di 7" si dicono rispettivamente lati e verticidiT. O

DEFINIZIONE 1.11.24. (Triangolazioni) Una triangolazione di una superficie ¥
un insieme finito T = {(7},7},f;) : j = 1,2,..,n} di triangoli di ¥ tale che
I'insieme {7},T5,...,T,} & un ricoprimento di ¥ e due triangoli distinti e non
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disgiunti 7; e T} s’intersecano esattamente o in un vertice o in un lato. I vertici
e i lati dei triangoli e i triangoli di una triangolazione si dicono rispettivamente
vertici, lati o spigoli e facce della triangolazione. Una superficie che ammette
una triangolazione si dice triangolabile. O

ESEMPIO 1.11.25. (Triangolazioni della sfera) In R® si considerino un tetraedro
regolare e la sfera ad esso circoscritta. Proiettando il tetraedro sulla sfera dal
suo centro si ottiene una triangolazione della sfera con 4 vertici, 6 spigoli e 4
facce. Un’altra triangolazione della sfere & mostrata nella Figura 1.42. Questa

triangolazione ha 5 vertici, 9 spigoli e 6 facce. O
N AN /N\
/' \ / {‘ k / \\
35 \ jT f, \

sy y.
AW, AW R
A NN

Figura 1.42: Una triangolazione della sfera S*

OSSERVAZIONE 1.11.26. E facile rendersi conto che per una triangolazione T =
(73,75, f;) + j = 1,2,...,n} di una superficie compatta valgono le seguenti
proprieta:
e ognilato di T e lato di esattamente due triangoli;
e itriangoli di T contenenti un fissato vertice v possono essere ordinati circo-
larmente in modo che due di essi siano consecutivi se, e solo se, s’interseca-
no in un lato. O

Un primo risultato, che riportiamo senza dimostrazione, fondamentale per la
classificazione delle superfici compatte & il seguente.

PROPOSIZIONE 1.11.27. (Teorema di T.Radd) Ogni superficie compatta e triango-
labile. O

PROPOSIZIONE 1.11.28. Ogni superficie compatta > e omeomorfa alla superficie
associata ad un opportuno poligono etichettato. Ne segue che:

e se ¥ non contiene un sottospazio omeomorfo al nastro di Mébius (superficie
orientabile), & omeomorfa ad una sfera S* o ad un g—toro, g > 0;

e se ¥ contiene un sottospazio omeomorfo al nastro di Mébius (superficie
non orientabile), &€ omeomorfa al piano proiettivo (reale) o ad un g—piano
proiettivo, g > 1. [
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DIMOSTRAZIONE. In forza della Proposizione 1.11.27 esiste una triangolazione
T di ¥ e senza perdita di generalita possiamo assumere che, per ogni due trian-
goli distinti (73,77, fi), (T}, T}, f;) di T, T; e Tj sono disgiunti. L'Osservazione
1.11.26 garantisce che possiamo numerare i triangoli di T nel seguente modo:

- denotiamo con { (71, 77, f1) un qualsiasi triangolo di T;

- denotiamo con {(73, T3, f2) uno dei triangoli (7', 7", f) di T per cui 7" ha un lato
in comune con 77;

- denotiamo con {(73, T3, f3) uno dei triangoli (7', 7", f) di T per cui 7" ha un lato
in comune con uno dei precedenti 77, T5;

- continuiamo con questa regola finché non restano numerati tutti i lati di T °.

Chiaramente i triangoli 7}, 75, ..., T}, sono tali che ogni 7 ha uno spigolo in co-
mune con uno dei triangoli precedenti 73, 75, ..., T;_;. Ora, posto
n
’r /
=15,
j=1

eseguiamo in successione le seguenti n — 1 operazioni:

Passo (1): Siano ¢, un lato comune a 75 e ¢}, ¢} i lati rispettivamente di 77, 17 per
cui f1(¢})) = fa(ty) = ls. Incolliamo 77 e T} identificando i lati ¢| e ¢, mediante
’omeomorfismo f; ' o f;. Denotiamo con T}, il quadrato cosi ottenuto.

Passo (2): Siano /3 un lato comune a 75 e ad un triangolo 7; tra 73, 7T,. Siano /5,
¢; i lati rispettivamente di 7%, 7] per cui f3(¢5) = fi(¢}) = ¢3. Incolliamo T} e T},
identificando i lati #; e ¢, mediante 'omeomorfismo f; ! o f3. Denotiamo con T3
il poligono cosi ottenuto.

Passo (n-1): Siano ¢,, un lato comune a 7;, e ad un triangolo 7; tra 11,75, ..., T,_;.
Siano ¢, ¢} i lati rispettivamente di 7}, T} per cui f,(¢,,) = fi(¢;) = ¢,. Incolliamo
T' eTy, Ty, ..., T, identificando i lati #, e ¢, mediante I'omeomorfismo f; ' o f,.
Denotiamo con P il poligono cosi ottenuto.

N

Un lato ¢’ del poligono P é anche un lato di un triangolo 7}; quindi ¢ = f;(¢') e
un lato del triangolo 7; € T ed esiste un altro triangolo 7; € T con T, N T; = ¢.
Allora ¢" = f;'(¢) & un lato di P diverso da (' e resta provato che i lati di P
si dispongono a coppie e, quindi, P ha un numero pari di lati. Ora possiamo

3 Osserviamo esplicitamente che la procedura descritta deve necessariamente terminare con la
numerazione di tutti gli n triangoli di T. Infatti, se cosi non fosse e la procedura terminasse solo
dopo k passi, con k < n, allora 'unione C dei triangoli {11, T%, ..., T} e l'unione C” dei triangoli
rimanenti, non avendo in comune né un vertice né un lato, sarebbero due chiusi disgiunti con
C' U ' = Z; un assurdo perché ¥ & uno spazio connesso.
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identificare i lati ¢ e ¢ mediante ’'omeomorfismo f ;1 o f; e possiamo continuare
cosi con tutte le coppie di lati corrispondenti. In questo modo otteniamo una
superficie identificando a coppie i lati di P e tale superficie e, per costruzione,
omeomorfa a X.

La seconda parte del teorema segue dalla Proposizione 1.11.22. O

ESEMPIO 1.11.29. Nella Figura 1.43 sono riportati alcuni passi della dimostrazio-
ne della Proposizione 1.11.28 nel caso della superficie sferica 5. O

JAAN, AVAVANIAS ﬁ
e AAA ﬁAW 7

Figura 1.43: I passi della dimostrazione della Proposizione 1.11.28 per S

Osserviamo che il risultato precedente non e ancora una classificazione delle su-

perfici compatte. Per diventarlo dovremmo provare che, per g # ¢/, un g—toro

non ¢ omeomorfo a un ¢g’'—toro e un g—piano proiettivo non € omeomorfo ad un
'—piano proiettivo, cosa che faremo nel prossimo paragrafo.

1.11.3 Caratteristica di Eulero-Poincaré e classificazione delle su-
perfici compatte

Un secondo risultato, riportato senza dimostrazione, fondamentale per la classi-
ficazione delle superfici compatte ¢ il seguente.

PROPOSIZIONE 1.11.30. Se T é una triangolazione di una superficie compatta %,
denotiamo con V' (T), S(T), F(T) rispettivamente il numero dei vertici, il numero
degli spigoli e il numero di facce di T. Allora I'intero

V(T) — S(T) + F(T) (1.44)
non dipende da T ed e, quindi, un invariante topologico della superficie¥. [

DEFINIZIONE 1.11.31. Per una superficie compatta 3, I'intero (1.44) definito nella
precedente proposizione prende il nome di caratteristica di Eulero-Poincaré di X
e si denota con x(X). O

ESEMPIO 1.11.32. (x(S') = 2, x(12) = 0, x(Uz) = 1) Nella Figura 1.44 sono riportate
una triangolazione del toro 75 e una del piano proiettivo U,. La triangolazione
del toro ha 16 vertici, 48 lati e 32 facce. La triangolazione del piano proiettivo
ha 6 vertici, 15 lati e 10 facce. Questi due esempi e ’'Esempio 1.42 mostrano che
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le caratteristiche di Eulero-Poincaré della sfera, del toro e del piano proiettivo

SoNo O]
X(Sl) =2, X(Tz) =0, X(Uz) =1.
= a @ 3
> > ~
X \ 1 ( \\ // \\ e
A \\ ,,/}—5 ~ /
X i
= > 5
T2 Up

Figura 1.44: Triangolazioni del toro e del piano proiettivo

Siano T e T, triangolazioni di due superfici compatte X; e 3y, rispettivamente.
Costruiamo la somma connessa X, #3J, tagliando le parti interne di due triangoli
(si osservi che I'interno di un triangolo & omeomorfo a B'), ciascuno in una delle
due triangolazioni, e incollando i lati dell'uno a quelli dell’altro. Allora e chiaro
T, e T, inducono su ¥;#%, una triangolazione per cui V(Ty) + V(T3) — 3 ¢l
numero dei vertici, S(T1) + S(T2) — 3 ¢ il numero dei lati e F(T,) + F(Ts) —2¢
il numero delle facce. Da questa osservazione segue subito che

X(Z1#22) = x(31) + x(32) — 2

e da cio segue che, per ogni intero g > 0,
X(Ty) =2—-2g9, x(U)=2—g. (1.45)

Le ultime due relazioni, insieme all’'invarianza topologica della caratteristica di
Eulero-Poicaré, assicurano che, per g, ¢ interi positivi distinti, un g—toro non
€ omeomorfo a un g'—toro e un g—piano proiettivo non € omeomorfo ad un
¢'—piano proiettivo.

In conclusione, i risultati relativi alle superfici fin qui ottenuti possono sintetiz-
zarsi nei seguenti due teoremi di classificazione delle superfici compatte.

TEOREMA 1.11.33. (Prima classificazione delle superfici compatte) Sia ¥ una super-
ticie compatta, allora:
e se X non contiene un sottospazio omeomorfo al nastro di Mobius (superficie
orientabile), ¥ ¢ omeomorfa ad una sfera S* o ad un g—toro, g > 0;
e se X contiene un sottospazio omeomorfo al nastro di Mobius (superficie
non orientabile), ¥ ¢ omeomorta al piano proiettivo (reale) o ad un g—piano
proiettivo, g > 1.
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Inoltre, per g # ¢, un g—toro non e omeomorfo a un ¢'—toro e un g—piano
proiettivo non ¢ omeomorfo ad un g'—piano proiettivo. O

TEOREMA 1.11.34. (Seconda classificazione delle superfici compatte) Due supertfi-
ci compatte sono omeomortfe se, e soltanto se, hanno la stessa caratteristica di
Eulero-Poincaré e sono entrambe orientabili o entrambe non orientabili. ]



Capitolo 2

Elementi di Topologia Algebrica

“ Le forme create dal matematico,

come quelle create dal pittore o dal poeta,

devono essere belle;

le idee, come i colori o le parole,

devono legarsi armoniosamente.

La bellezza e’ il requisito fondamentale:

al mondo non c’e’ un posto perenne per la matematica brutta.”

Godfrey Harold Hardy

2.1 Notazioni

Nel seguito, a meno di avviso contrario, le lettere latine maiuscole non esplici-
tamente definite denoteranno sempre degli spazi topologici e verra utilizzato il
termine mappa in luogo di funzione continua. Cosi, per esempio, la frase “f é
una mappa tra X e Y ” significa ”f e una funzione continua tra lo spazio topo-
logico X e lo spazio topologico Y”. Continueremo, inoltre, ad usare le seguenti
notazioni standard:

I = |0, 1] = intervallo unitario chiuso di R.

R™ = spazio euclideo n—dimensionale.

Sl = {x € R": |x| = 1} = superficie sferica unitaria di dimensione n — 1.
D" = {x € R": |x| < 1} = sfera unitaria chiusa di dimensione n.

B"™ = {x € R": |x| < 1} = sfera unitaria aperta di dimensione n.

111
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I, S*=1, D™, B™ si supporranno sempre dotati della topologia indotta da quella
naturale di R e R", a seconda del caso.

2.2 Categorie e funtori

La teoria delle categorie, fondata nel 1945 dai matematici Samuel Eilemberg
e Saunders MacLane, ¢ utilizzata come linguaggio unificante per descrivere in
modo semplice, ma preciso e formale, molti risultati, situazioni e costruzioni ge-
nerali che si incontrano in diversi rami della matematica e che, in qualche modo,
si prestano a essere trasportati da una teoria ad un’altra. In queste note, per esem-
pio, vedremo come ad uno spazio topologico X e ad un suo punto p & possibile
associare un gruppo, il gruppo fondamentale di X rispetto a p, in modo tale che
alcune proprieta topologiche importanti della coppia (X, p) possano leggersi, a
volte in modo piti semplice, studiando il gruppo associato.

Il linguaggio delle categorie & nato, ed & molto utile, nell’ambito della topologia
algebrica, teoria della quale esporremo alcuni argomenti introduttivi. E questo il
motivo per cui vogliamo premettere i concetti di categoria e di funtore, anche se
essi non sono strettamente necessari per l'esposizione degli argomenti che tratte-
remo: la loro utilizzazione in qualche punto di queste note vuole avere soltanto
una valenza didattica.

DEFINIZIONE 2.2.1. (Categorie) Una categoria C ¢ una coppia
(0bj(C), {Home(A, B)} a,Beobj(c)) »

ove
(@) Obj(C) e una classei cui elementi si dicono oggetti di C;
(b) per ogni coppia (4, B) di oggetti di C, Hom¢(A, B) & un insieme, i cui ele-
menti sono detti morfismi di A in B;

(c) per ogni terna (A, B, C) di oggetti di C con Hom¢(A, B), Home(B,C') # 0,
risulta Home(A,C) # 0 ed esiste un’applicazione, detta composizione di
morfismi,

o:(g,f) € Home(B,C) x Home(A,B) — go f € Home (A, C);

in modo che siano verificate le seguenti proprieta:

(i) se A, B,C, D sono oggettidi C e se
f € Home(A,B), g€ Home(B,C), h € Home(C, D),

risulta
ho(go f)=(hog)of €& Home(A,D);
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(ii) per ogni oggetto A di C, esiste un elemento iy € Home(A, A), detto morfi-
smo identico di A, tale che, per ogni oggetto B di C e per ogni due morfismi
f € Home(A,B)eg € Home(B, A) si ha

foia=f, iacg=g.

(iii) se A, B, C, D sono oggetti di C, risulta
Home(A, BN Home(C,D)#0 = A=C, B=D.

Quando non vi e luogo ad equivoci, scriviamo Hom(A, B) invece di Hom¢(A, B).
O

OSSERVAZIONE 2.2.2. (Unicita del morfismo identico) Assegnata una categoria C,
per ogni oggetto A € Obj(C), Hom(A, A) contiene un unico morfismo identico.
Detti infatti i4 e ¢, due morfismi identici di Hom(A, A), risulta iy = i 04/, =
i'y. O

OSSERVAZIONE 2.2.3. Assegnata una categoria C, per ogni oggetto A € Ob;(C),
la composizione di morfismi

o:(g,f) € Home(A, A) x Home(A, A) — go f € Home(A, A);

€ un’operazione associativa e unitaria in Hom¢(A, A). O

Per evitare di esporre concetti che non utilizzeremo, nel seguito ci limiteremo a
considerare categorie i cui oggetti sono insiemi, di solito dotati di uno stesso tipo
di struttura algebrica o geometrica, e i cui morfismi sono applicazioni. Queste
prendono il nome di categorie di insiemi e vedremo che per esse gli assiomi di
categoria possono semplificarsi notevolmente. Prima di fare cio, per completezza,
riportiamo due esempi di categorie che non sono categorie di insiemi.

ESEMPIO 2.2.4. Siano F un campo, F™" l'insieme delle matrici quadrate di ti-
po m x n a coefficienti in F, N* I'insieme dei numeri naturali positivi e, posto
Obj(C) = N*, si ponga

Home(n,m) = F™™,

per ogni m,n € N*. Allora e facile verificare che C = (N*, { Home¢(n,m) }pmen+ ) €
una categoria qualora si definisca la composizione dei morfismi come il prodotto
di matrici righe per colonne. Qui I'identita in Hom¢(n,n), n € N*, & chiaramente
la matrice unitaria d’ordine n. Evidentemente i morfismi di questa categoria non
sono applicazioni e quindi C non € una categoria d’insiemi. O
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ESEMPIO 2.2.5. (Categoria associata ad un insieme parzialmente ordinato) Siano X
un insieme non vuoto e < una relazione d’ordine parziale su X. Per ogniz,y € X
con ¥ < y, si definisca un simbolo j; con la proprieta gl o Jy = Ji, per ogni
z,y,t € X tali che x <y <t. Allora, posto

gy sex<y
Home, (z,y) = , perogniz,y € X,
0 altrimenti

e facile verificare che Cx = (X,{Home, (x,y)}syex) € una categoria. Anche in
questa categoria, come nell’esempio precedente, i morfismi non sono applicazioni
e quindi C non ¢ una categoria d’insiemi. O

DEFINIZIONE 2.2.6. (Categorie di insiemi) Una categoria di insiemi C & una coppia

(0bj(C), {Homec(A, B)} aseonic))

ove
- Obj(C) e una classe di insiemi, detti oggetti di C,
- per ogni coppia (A, B) di oggettidiC, Hom¢(A, B) € un insieme di funzioni
di A in B, detti morfismi di A in B,
in modo che siano verificate le seguenti proprieta:

- per ogni oggetto A, Hom¢(A, A) contiene la funzione identita i4 di A,

- se A,B,C sono oggetti, f € Hom¢(A, B) eg € Home(B, (), allora la funzione
composta g o f appartiene a Home(A, C). O

Una semplice verifica prova che le categorie di insiemi sono casi particolari di
categorie secondo la Definizione 2.2.1.
ESEMPI 2.2.7. Di seguito si riportano alcuni esempi di categorie.
1. La Categoria S degli insiemi:
- Obj(S) e la classe di tutti gli insiemi;
- Homgs(A, B) e l'insieme delle funzioni di A in B, perogni A, B € S.
2. La Categoria T degli spazi topologici:
- Obj(T) ela classe di tutti gli spazi topologici;

- Homy(A, B) e l'insieme delle funzioni continue di A in B, per ogni
A BeT.
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3. La Categoria PT degli spazi topologici puntati:

- Obj(PT) e la classe di tutti gli spazi topologici puntati, ove per spazio
topologico puntato si intende una coppia (A4, a) formata da uno spazio
topologico A e da un suo punto a;

- Hompr((A,a),(B,b)) & l'insieme delle funzioni continue f di A in B
tali che f(a) = b, per ogni (A, a), (B,b) € PT.

4. La Categoria G dei gruppi:

- Obj(G) e la classe di tutti i gruppi;

- Homg(A, B) é I'insieme degli omomorfismi di gruppo di A in B, per
ogni A, B € g.

5. La Categoria A dei gruppi abeliani:

- Obj(A) ela classe di tutti i gruppi abeliani;

— Hom (A, B) e l'insieme degli omomorfismi di gruppo di A in B, per
ogni A, B € A.

6. La Categoria R degli anelli (risp. R, degli anelli unitari):

- Obj(R) e la classe di tutti gli anelli (unitari);

- Homg(A, B) e I'insieme degli omomorfismi di anello (unitario) di A in
B, perogni A, B € R (R,).

7. La Categoria F dei campi:

— Obj(F) ela classe di tutti i campi;

- Homz(A, B) e l'insieme degli omomorfismi di campo di A in B, per
ogni A, B € F.

8. La Categoria V degli spazi vettoriali su un campo ':

- Obj(V) e la classe di tutti gli spazi vettoriali sopra un campo;

- Homy (A, B) el'insieme delle funzioni lineari di A in B, per ogni A, B €
V2,

9. La Categoria Vi degli spazi vettoriali su un campo K:

1Qui il campo non ¢ fissato. Cio significa che due oggetti della categoria possono essere spazi
vettoriali su campi diversi.
2Si osservi che, se A e B sono spazi vettoriali su campi diversi, risulta Homy, (A, B) = 0.



116 FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3

- Obj(Vk) e la classe di tutti gli spazi vettoriali su un campo K;

- Homy, (A, B) e l'insieme delle funzioni lineari di A in B, per ogni
A, B € V. O

DEFINIZIONE 2.2.8. (Sottocategorie) Una categoria D si dice sottocategoria di una
categoria C, e si scrive D C C, se ogni oggetto di D & un oggetto di C e vale la
seguente proprieta

Homp(A,B) C Hom¢(A, B), perogni A, B € D (2.1)

Se nella (2.1) vale sempre l'uguagianza, allora D si dice sottocategoria completa,
o piena, diC. N

ESEMPIO 2.2.9. Gli esempi di categorie da 2.2.7-2 a 2.2.7-9 sono sottocategorie
(non complete) della categoria degli insiemi S. La categoria dei gruppi abeliani
A e sottocategoria completa della categoria dei gruppi G. La categoria dei campi
F e sottocategoria completa della categoria degli anelli R. La categoria Vi degli
spazi vettoriali su un campo K e sottocategoria completa della categoria degli
spazi vettoriali V. N

DEFINIZIONE 2.2.10. Siano A, B due oggetti di una categoria C ed f un morfismo
di Ain B. Si dice che f e un’equivalenza di A in B se esiste un morfismo ¢ di B
in A tale che

gof=idy e fog=idg. (2.2)

Ovviamente, in queste ipotesi, g € un’equivalenza di B in A, che si dice inversa
di f. Due oggetti di C si dicono equivalenti se esiste un’equivalenza tra essi. [

ESEMPIO 2.2.11. Nella categoria degli insiemi, un’equivalenza tra due oggetti
A, B & una funzione biunivoca tra A e B. [

ESERCIZIO 2.2.12. Trovare le equivalenze negli esempi di categorie da 2.2.7-2 a
2.2.7-9.

DEFINIZIONE 2.2.13. (Funtori) Siano C, D due categorie e
F:AecObj(C)— F(A) € Obj(D)

una funzione tra gli oggetti di C e quelli D. Si dice che F' ¢ un funtore covariante
di C in D, e si scrive ' : C — D, se, per ogni due oggetti A, B di C, ad ogni
morfismo f : A — B resta associato un morfismo F(f) : F(A) — F(B) in modo
che siano verificate le seguenti proprieta:

- F(ids) = idp(a), per ogni oggetto A di C,



FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3 117

- F(go f) = F(g) o F(f), per ogni due morfismi f € Hom¢(A,B) e g €
Home (B, C).

Il morfismo F(f) : F(A) — F(B), se non vi e luogo ad equivoci, si denota pitt
semplicemente con f,. O

OSSERVAZIONE 2.2.14. E possibile definire anche un funtore controvariante im-
ponendo che ad ogni morfismo f : A — B sia associato un morfismo F(f) :
F(B) — F(A) in modo tale che si abbia F(g o f) = F(f) o F(g), per ogni due
morfismi f € Home(A, B) e g € Home(B,C). O

ESEMPIO 2.2.15. La funzione F' che ad ogni spazio topologico associa 1'insieme
dei suoi punti, ponendo F(f) = f per ogni funzione continua f : A — B tra
due spazi A, B, risulta un funtore covariante (funtore distratto) della categoria
degli spazi topologici 7 in quella S degli insiemi. E chiaro che si puo definire un
“funtore distratto” per ciascuno degli Esempi 2.2.7 e, pil1 in generale, per ogni
categoria di insiemi. O

ESEMPIO 2.2.16. Fissato un campo K e un insieme A, denotiamo con K [A] lo spa-
zio vettoriale su K costruito considerando A come base (spazio vettoriale libero
su A). Fissati due insiemi A, B, ogni funzione f : A — B si estende ad una fun-
zione lineare f tra K[A] e K[B]. La funzione F che ad ogni insieme A associa lo
spazio vettoriale K [A], ponendo F(f) = f per ogni funzione f : A — B, risul-
ta un funtore covariante della categoria degli insiemi S in quella Vi degli spazi
vettoriali su K. O

ESERCIZIO 2.2.17. Siano C, D due categorie, f € Hom¢(A, B) un’equivalenza tra
due oggetti A, B diC e F : C — D un funtore. Provare che F(f) € Homp(F(A),
F(B)) é un’equivalenza di F'(A) in F'(B).

Pur non avendo la possibilita di trattarle in questa sede, avvertiamo che molte si-
tuazioni e definizioni della teoria degli insiemi che possono considerarsi attraver-
so “proprieta di universalita” si generalizzano in modo naturale alla teoria delle
categorie. Giusto per dare un esempio, vediamo come si generalizza la nozione
di prodotto cartesiano di due insiemi.

DEFINIZIONE 2.2.18. Siano C una categoria, X1, X, due suoi oggetti e supponia-
mo che esista un oggetto X con la seguente proprieta:

esistono un morfismo p; : X — X; e uno p, : X — X, tali che, per ogni
oggetto T' € C e per ogni due morfismi f : T" — X3, g : T — X, esiste un
unico morfismo h : T" — X che rende commutativo il diagramma
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cioe taleche f =pioheg=pyoh.

Un oggetto X di C con la proprieta precedente, e un qualunque oggetto ad esso
equivalente, prende il nome di prodotto di X, e X; e si denota con X; x Xy. [

E immediato verificare che nella categoria degli insiemi la nozione di prodotto
appena esposta coincide con quella di prodotto cartesiano e nelle categorie al-
gebriche definite negli esempi precedenti il prodotto di due spazi e proprio il
prodotto di tali spazi come oggetti della categoria cui appartengono.

Altre proprieta degli oggetti che si definiscono in una categoria sono, per esem-
pio, quelle di oggetto iniziale e di oggetto finale.

DEFINIZIONE 2.2.19. (Oggetti iniziale e finale) Sia C una categoria. Un oggetto 0
di C si dice oggetto iniziale se, per ogni oggetto A di C, esiste un unico morfismo
di 0 in A. Un oggetto u di C si dice oggetto finale se, per ogni oggetto A di C,
esiste un unico morfismo in di A in u. Un oggetto che sia iniziale e finale si dice
oggetto zero. [

ESERCIZIO 2.2.20. Provare che due oggetti iniziali di una categoria sono equi-
valenti e che la stessa proprieta vale per gli oggetti finali. Provare inoltre che un
oggetto equivalente ad un oggetto iniziale (risp. tinale) e un oggetto iniziale (risp.
finale).

ESEMPIO 2.2.21. Nella categoria degli insiemi, l'insieme vuoto & un oggetto ini-
ziale e i singleton dei punti sono oggetti finali, quindi non esiste un oggetto
Zero.

Nella categoria dei gruppi, il gruppo con un solo elemento & un oggetto zero.

Nella categoria degli spazi topologici, lo spazio vuoto e 1'unico oggetto iniziale e
gli spazi con un solo punto sono gli oggetti finali, quindi non esiste un oggetto
Zero.

Nella categoria degli spazi topologici puntati, ogni spazio con un solo punto & un
oggetto zero.

Nella categoria degli spazi vettoriali, lo spazio nullo € un oggetto zero.
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Nella categoria degli anelli e in quella dei campi non esistono oggetti iniziali e
finali perché esistono due morfismi distinti di ogni oggetto in se stesso (morfismo
identico e morfismo nullo). O

Terminiamo il paragrafo osservando che, in generale, in una categoria non sono
assicurate le esistenze del prodotto di due oggetti, di un oggetto iniziale e di un
oggetto finale.

2.2.1 Il funtore “componenti connesse”

Sia X uno spazio topologico e denotiamo con F(X) l'insieme delle sue compo-
nenti connesse. Assegnate una mappa f : X — Y di X in uno spazio topologico
Y e una componente connessa C' di X, f(C) & un sottospazio connesso di Y e,
quindi, e contenuto in una componente connessa di Y, che denotiamo con f,.(C).
Allora e facile verificare che la funzione

F:XeT = F(X)es

risulta un funtore tra la categoria degli spazi topologici e quella degli insiemi
qualora si ponga

F(f)=f., perogni fe Homy(X,Y).

PROPOSIZIONE 2.2.22. Sia f : X — Y una mappa suriettiva. Allora anche f, é
suriettiva e, quindi, risulta
[F(Y)] < [F(X)].

DIMOSTRAZIONE. Sia C' una componente connessa di Y e supponiamo f suriet-
tiva. Per ogni elemento a € C esiste € X tale che f(z) = a e questo implica
che, per la componente connessa C, di z in X, risulta f(C,) C C. Ne segue che
f«(Cy) = C elasserto e provato. O

2.3 Connessione per archi

Nel seguito prenderemo in considerazione mappe tra un intervallo chiuso di R
e uno spazio topologico X. E facile rendersi conto che ogni mappa ¢ : [a,b] —
X puod essere riparametrizzata nell'intervallo [0, 1] componendo g con l'unico
omeomorfismo lineare (cfr. Osservazione 1.5.20)

p:tel— (b—a)t+ac€lab
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per cui & p(0) = a e p(1) = b. In altre parole, lo studio di g si puo ricondurre a
quello della mappa

f=gop : tel0,1] = g((b—a)t+a)e X (2.3)

che ¢ definita in [0, 1], assume agli estremi i valori f(0) = g(a), f(1) = ¢g(b) ehalo
stesso codominio di g. Per questo motivo non é restrittivo limitarsi a considerare
solo mappe definite nell’intervallo [0, 1].

DEFINIZIONE 2.3.1. (Archi e lacci) Siano zy, z; due punti di uno spazio topologico
X. Una mappa
f 1 — X, conf(0)=uz9ef(l)=ua, (2.4)

prende il nome di arco, o cammino, di punto iniziale z, e punto finale z;. I punti
o e 7 si dicono anche estremi dell’arco. L'immagine f (/) di / mediante f prende
il nome di sostegno dell’arco. Un arco di punto iniziale x, e punto finale x; si
dice anche arco tra x, e x1, 0 da x¢ a z1, o di estremi z, x;. Un arco avente i punti
iniziale e finale coincidenti con z, prende il nome di laccio, o cappio, o loop, con
punto base z,. O

OSSERVAZIONE 2.3.2. Ad ogni mappa ¢ : [a,b] C R — X resta associato 'arco
[ definito dalla (2.3) e che prende il nome di riparametrizzazione lineare di g in
[0, 1]. Pit1 in generale, posto

(b—a)t+ad — bc
d—c

/

o' tele,d —

€ [a,b], (2.5)

la mappa go¢': [¢,d] — X prende il nome di riparametrizzazione lineare di g in
[, d]. Qui, come facilmente si prova, ¢’ € l'unico omeomorfismo lineare tra [c, d] e
[a, ] tale che ¢'(c) = ae ¢'(d) =b. O

OSSERVAZIONE 2.3.3. Il sostegno di un arco f : I — X di X & un sottospazio
connesso e compatto di X in quanto immagine dello spazio connesso e compatto
I mediante la funzione continua f. ]

OSSERVAZIONE 2.3.4. (La curva di Peano) Il sostegno di un arco, secondo la Defi-
nizione 2.3.1, non sempre presenta la “forma” che intuitivamente riteniamo deb-
ba avere. Per esempio, riferendoci a cio che si intende nel linguaggio comune,
potremmo essere indotti a pensare che il sostegno di un arco in R? sia privo di
punti interni mentre cio in generale non e vero. Per esempio, la cosiddetta curva
di Peano & un arco di R? il cui sostegno ¢ il quadrato I x I. Tale curva fu in-
trodotta da G.Peano nel gennaio del 1890 in un articolo dal titolo ”Sur une curve
qui remplit toute une aire plane” pubblicato sulla rivista tedesca “Mathematische
Annalen”. O
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Avvertiamo il Lettore che qualche volta nel seguito, se non vi e luogo ad equivoci,
confonderemo un arco col proprio sostegno.

ESEMPIO 2.3.5. (Laccio costante) Sia = € X. La mappa costantek, : sc — z €
X e un arco. Qui i punti iniziale e finale coincidono con z, cosi k, € un laccio con
punto base x (laccio costante in x) O

ESEMPIO 2.3.6. (Arco inverso) Sia f : I — X un arco da xy a ;. Allora la mappa
fisel - fl-s)eX (2.6)

€ un arco da 1 a ¢, che si dice arco inverso di f. In alcuni testi I’arco inverso di f
& denotato con f~!. Osserviamo esplicitamente che f non ¢ la funzione inversa di
f, che tra l’altro potrebbe non esistere non essendo f necessariamente biunivoca.
Osserviamo ancora che f e f hanno lo stesso sostegno ma individuano su questo
orientamenti diversi: il sostegno di f ha verso di percorrenza da xz, da x;, quello
di f ha verso di percorrenza opposto. O

LEMMA 2.3.7. (Lemma di incollamento) Siano X, Y due spazi topologici e A, B due
chiusi di X tali che X = AUB. Siano, inoltre, f : A—Y eg : B — Y due mappe
coincidenti su AN B. Allora la seguente funzioneh : X — Y

f(z) se z€ A
h(z) = , perogniz € X, (2.7)
g(x) se z€B

& ben definita ed é continua.

DIMOSTRAZIONE. Che la funzione h sia ben definita segue dal fatto che f e g
coincidono su AN B. Ora, se C @ un chiuso di Y, f~1(C) e g~!(C) sono chiusi di X
perché f e g sono continue. Ne segue che h™'(C) = f~1(C') U g~'(C) & un chiuso
di X e h e continua. O

Nel seguito diremo che la funzione b, definita dalla (2.7), & stata ottenuta incol-
lando le funzioni f e g.

PROPOSIZIONE 2.3.8. (Concatenazione di archi) Siano f : | — X eg: [ - X

due archi di X rispettivamente da z, a 1 e da x; a x3. Allora la funzione f * g :
I — X, definita da

f(2s) se
frgls)= : (2.8)
g(2s—1) se

=)
IN
VA
IA
N[

D=
IA
V)
IA
—_

é un arco da xy a .



122 FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo preliminarmente che risulta

1
Fra(3) =10 =90 =
quindji, la funzione f * g € ben definita e risulta

fxg(0)=f(0) =m0 e fxg(l)=g(1) = .

D’altra parte, le funzioni
1 1
sE{O,ﬂ—)f(Qs)EX e 56[5,1}69(23—1)€X

risultano continue e, in forza del Lemma di incollamento 2.3.7, lo e anche f x
g- O

L’arco f * g definito dalla (2.8) prende il nome di concatenazione, o prodotto, di
f e g erisulta

fxg=7x*f. (2.9)
OSSERVAZIONE 2.3.9. Gli omeomorfismi lineari

1 1

sono gli unici per cuisiha p1(0) =0, v1(3) =1, @a(3) =0, wa(1) = 1(cfr.(2.5)).
Cosi,se f : I — X eg: I — X sono due archi di X rispettivamente da z a 24
e da z; a x5, le mappe f o ¢ e g o ¢, sono rispettivamente le riparametrizzazioni
lineari di f in [0, 5] e di ¢ in [%,1] (cfr. Osservazione 2.3.2). Allora, la concate-
nazione f * g si ottiene incollando la riparametrizzazione lineare di f in [0, %] e
quella di g in (1, 1]. O

OSSERVAZIONE 2.3.10. L'operazione di concatenazione fra archi non e associati-
va. Infatti,se f : I — X, 9 : I — X eh:I — X sono tre archi di X rispettiva-
mente da zy a x1, da z; a x5 e da x5 a x3, risulta

fxg(2s) se 0<s<3%
(f xg)*h(s) =
h(2s—1) se $<s<1
f(4s) se 0<s<4
= ¢ g4s—1) se ;<s<1
h(2s —1) se $<s<1
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e
f(2s) se 0<s<3
fr(gxh)(s) =
gxh(2s—1) se $<s<1
f(2s) se 0<s<3
= < g(4s—2) se ;<s<3
h(4s—3) se 2<s<1
Cio mostra che (fxg)«h # f*x (g h). O

Siah:I — X un arcoe

—a

¢:te[a,b]—>z € [0,1]

—a
I'unico omeomorfismo lineare tale che ¢(a) = 0 e ¢(b) = 1 (cfr. (2.5)). La ripara-

metrizzazione lineare di i su [a,b], h o ¢ : [a,b] — X, si rappresenta graficamente
col diagramma

h
°

b

Per esempio, con riferimento alle notazioni dell’Osservazione 2.3.9, i diagrammi

® ! ® [ g (] [ / @ J (]
1 1 1
o L 1 1 o0 I 1

rappresentano rispettivamente la riparametrizzazione lineare di f su [0, 3], quel-
la di g su [3,1] e la concatenazione f x g di f e g. Ancora, con riferimento alle
notazioni dell’Osservazione 2.3.10, i diagrammi

f g h ° ° f g h

1 0

0

==
o=
No— @
NSV
—_

rappresentano rispettivamente gli archi (f * g) x h e f x (g h).

ESEMPIO 2.3.11. (Segmenti e poligonali in R") Se x(, ; sono punti distinti di R",
il segmento [z, x,] di estremi x(, z; € il sostegno dell’arco definito da

f(s)=(1—s)xg+ sz, perogni s € [0,1].

Ne segue che una poligonale di estremi x, ; € il sostegno della concatenazione
dei segmenti che la compongono. O
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DEFINIZIONE 2.3.12. (Connessione per archi) Uno spazio topologico X si dice con-
nesso per archi se, per ogni due punti zy,z; € X, esiste unarco f : I — X di
punto iniziale z, e punto finale z;. Un sottospazio K di X si dice connesso per
archi se e tale rispetto alla topologia indotta da quella di X. O

ESEMPIO 2.3.13. (Sottospazi convessi e connessi per poligonali di R") Per quanto
esposto nell’Esempio 2.3.11, si ha che i sottospazi convessi e i sottospazi connessi
per poligonali di R" sono connessi per archi. O

ESEMPIO 2.3.14. (Sottospazi stellati di R") Un sottospazio S di R" si dice stellato
se contiene un punto y, detto di diramazione, tale che, per ogni « € 9, il seg-
mento di estremi « e y € contenuto in S. In queste ipotesi S, risultando unione di
segmenti passanti per y, € connesso per poligonali e, di conseguenza, ¢ connes-
so per archi (Esempio 2.3.13). Si osservi che un sottospazio convesso di R" € un
sottospazio stellato nel quale ogni punto e di diramazione, e viceversa. O

PROPOSIZIONE 2.3.15. Siano p un punto di X e { K, };c, una famiglia di sottospa-
zi di X connessi per archi e contenenti p. Allora K = J._, K; é un sottospazio di
X connesso per archi.

jeJ

DIMOSTRAZIONE. Siano z ey puntidi K esiano Kse K, talichex € K;ey € K.
Allora esiste un arco f di Ks;dazapeunogdi K, dapay. Nesegueche fx*ge
unarcodazaydi K, U K; C K e, quindi, K & connesso per archi. l

In virtt dei Lemmi 2.3.5 e 2.3.6 e della Proposizione 2.3.8, si ha subito che la
relazione "~ sui punti di X definita da

a,be X;a“< b & esiste un arco di estremi a, b (2.10)

e di equivalenza su X.

DEFINIZIONE 2.3.16. (Componenti connesse per archi) In uno spazio topologico X,
le classi di equivalenza rispetto alla relazione (2.10) prendono il nome di compo-
nenti connesse per archi di X. ]

Dalla precedente definizione segue subito che uno spazio topologico X possiede
una sola componente connessa per archi se, e solo se, e connesso per archi.

PROPOSIZIONE 2.3.17. La componente connessa per archi di X contenente un
suo fissato punto p coincide con I'unione di tutti i sottospazi di X connessi per
archi e contenenti p. Inoltre, un sottospazio K di X é una componente connessa
per archi di X se, e solo se, K é un sottospazio connesso per archi massimale.

DIMOSTRAZIONE. E unaimmediata conseguenza della Proposizione 2.3.15. [J
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PROPOSIZIONE 2.3.18. Ogni spazio topologico connesso per archi X é connesso.

DIMOSTRAZIONE. Nelle nostre ipotesi, in forza dell’Osservazione 2.3.3, due
arbitrari punti di X appartengono ad un connesso che li contiene e da cio segue
l"asserto. O

ESEMPIO 2.3.19. (Uno spazio connesso e non connesso per archi) Uno spazio topolo-
gico connesso non € necessariamente connesso per archi, come mostra il seguente
esempio, noto come il pettine del topologo. Posto in R?

C:{Gay)’ 0<y<I, n21}7J={(x,0):0<x§1} e p=(0,1)

& facile verificare che l'insieme
cuJ

€ connesso per poligonali e, quindi, € connesso e connesso per archi (cfr. Esempio
2.3.13). Inoltre, risulta connesso anche I'insieme (Figura 2.1)

X =CUJU{p},

perché p & di accumulazione per C' e, quindi, appartiene alla sua chiusura®.

Figura 2.1: Il pettine del topologo

Facciamo vedere che X non e connesso per archi provando che,se f : I — X e
un arco di punto iniziale p, allora f e I'arco costante f(z) = p, per ogni z € [0, 1].
In altre parole, come é intuibile, non esiste alcun arco contenuto in X di estremi
p e un punto diverso da p. A tale scopo, poniamo

Y =f"(p)clo1]

*Ricordiamo che, se un sottospazio X di uno spazio topologico & connesso, allora & connesso
ogni sottospazio Y, con X C Y C X (Proposizione 1.6.14).




126 FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3

e osserviamo che Y é chiuso in [0, 1] perché f e continua e {p} € un chiuso di X.
Allora, fissati t € Y e detto D l'intorno circolare di centro p e raggio 3, per la
continuita di f in ¢, esiste 9 > 0 tale che

ft—=o,t+d)CDNX

e f(Jt—9,t+3]) € un connesso di X che contiene p. D’altra parte, ogni sottoinsieme
di D N X contenente p, se contiene punti diversi da p, & sconnesso e, quindi,
f(Jt —0,t+ 6[) deve coincidere con p. Ne segue che |t — §,t + 6[C Y, il che prova
che Y é un aperto di [0, 1]. Possiamo cosi concludere che Y = [0, 1] perché [0, 1],
essendo connesso, non pud contenere sottospazi propri e non vuoti che siano
contemporaneamente aperti e chiusi. [

Un contesto nel quale la connessione e la connessione per archi sono equivalenti
e mostrato dalla proposizione che segue.

N

PROPOSIZIONE 2.3.20. Un aperto A di R" é connesso se, e solo se, & connesso per
archi.

DIMOSTRAZIONE. Nell'ipotesi che A sia connesso, sia C' una componente con-
nessa per archi di A e £ un suo punto. Poiché A & aperto, esiste un intorno sferico
B, (x) di centro x e raggio r contenuto in A e, essendo ogni punto di B, (x) colle-
gabile a  mediante un arco, si ha che B, (x) C C. Ne segue che C & un aperto di
R™ e, quindi, del sottospazio A. Ora, se A avesse pitt di una componente connessa
per archi, A sarebbe unione di aperti non vuoti e a due a due disgiunti e cido non e
possibile perché A & connesso. Ne segue che A e connesso per archi. La seconda
parte dell’asserto e vera per la Proposizione 2.3.18. O

PROPOSIZIONE 2.3.21. Se f : X — Y e una mappa e X e connesso per archi,
allora f(X) é un sottospazio di Y connesso per archi. Ne segue che se X,Y sono
omeomorfi, allora X é connesso per archi se, e solo se, lo e anche Y.

DIMOSTRAZIONE. Siano ¥, y; due punti di f(X) e siano zy, ; due punti di X
tali che f(z9) = yo e f(z1) = y1. Allora, detto g un arco tra z, e x;, la mappa foyg
€ un arco tra yy e y; e, cosi, Y & connesso per archi. U]

ESEMPIO 2.3.22. (S™ & connesso per archi) S, n > 0, € immagine della funzione
continua

z e R\ {0} — H""—Hesn
X

e R"™1\ {0} & connesso per archi in quanto connesso per poligonali. Allora, in

forza della proposizione precedente, S € uno spazio connesso per archi. O
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ESEMPIO 2.3.23. (Quozienti di spazi connessi per archi) Un quoziente di uno spazio
connesso per archi, in quanto immagine della proiezione canonica, € connesso
per archi in forza della proposizione precedente. Per esempio, il piano proiettivo
reale é connesso per archi perché quoziente di R? \ {0}, che & connesso per archi.

O

ESEMPIO 2.3.24. Se o, 7 sono due topologie su un insieme X, con o < 7, la fun-
zione identita di (X, 7) in (X, o) € continua. Allora, in forza della proposizione
precedente, la connessione per archi di (X, 7) implica quella di (X, o). O

PROPOSIZIONE 2.3.25. Due spazi topologici X,Y sono connessi per archi se, e
solo se, & connesso per archi il loro prodotto X x Y.

DIMOSTRAZIONE. X e Y sono immagini di X x Y mediante le proiezioni e,
quindi, la connessione per archi di X x Y implica quelladi X e Y.

Supponiamo ora che X e Y siano connessi per archi e siano (zo, yo), (z1,7:1) due
punti di X x Y. II prodotto X x {y,}, essendo omeomorfo a X, & connesso per
archi e, quindi, esiste un cammino f : I — X x {yo} da (xo,y0) a (z1,%0). Il
prodotto {z;} x Y, essendo omeomorfo a Y, & connesso per archi e, quindi, esiste
un cammino g : I — {z1} x Y da (x1,40) a (z1,91). Ora, usando le due inclusioni

ix : X x{y} > XxY e iy : {r1} xY > X xY

consideriamo i cammini di X x Y definiti da ix o f e iy og. Allora la composizione
(ix o f) * (iy o g) € un cammino da (zg, yo) a (z1,y1) e l'asserto e provato. O

24 Omotopia

La topologia algebrica ¢ il ramo della matematica che si occupa della classifica-
zione degli spazi topologici attraverso lo studio dei funtori tra categorie di spazi
topologici e categorie di strutture algebriche, quale, ad esempio, quella dei grup-
pi. In questo modo ad uno spazio si associano degli invarianti algebrici la cui
struttura e specialmente adatta a studiare, a meno di omeomorfismi o di trasfor-
mazioni pitt generali, particolari proprieta topologiche dello spazio stesso. Un
esempio e dato dalla costruzione del gruppo fondamentale che vedremo in se-
guito. L'omotopia, che iniziamo a trattare in questo numero, € uno dei primi
argomenti di studio nell’ambito della topologia algebrica.

Siano A, e A; due sottospazi di uno spazio topologico Y. Intuitivamente, un’omo-
topia di A, in A, si pud immaginare come un processo mediante il quale, con lo
scorrere del tempo in un fissato intervallo temporale, si realizza una deformazio-
ne continua di A4, in A;. Si pensi, per esempio, alla deformazione di una bolla di
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sapone o di un pallone che, gonfiati con continuita nel tempo, passano da uno sta-
to ”iniziale” ad uno ”finale”. Volendo formalizzare questa situazione in termini
matematici precisi, conviene pensare A, e A; come immagini di due mappe f,, fi
di uno spazio topologico X in uno Y e fissare l’attenzione su come si possono
descrivere le deformazioni continue di f, in f; piuttosto che quelle di A, = f,(X)
in A; = f1(X). A tale scopo diamo la seguente definizione.

DEFINIZIONE 2.4.1. (Omotopia tra mappe) Siano X, Y spazi topologici e f,, fi :
X — Y due mappe di X in Y. Una mappa

F:XxI—>Y (2.11)

prende il nome di omotopia libera, o piu semplicemente omotopia, tra f, e f1 o
da f, a f, se risulta

F(z,0) = f,(x) e F(x,1) = fi(x), perogni z € X. (2.12)
Equivalentemente, se poniamo
F(z,t) = fi(x), perognite I, (2.13)
un’omotopia F tra f, e f; pud anche definirsi come una famiglia di mappe
F={f: X = Yhes (2.14)

tale che la funzione F' : X x I — Y definita dalla (2.13) & continua.
Quando esiste un’omotopia tra due mappe f,, f1, si dice che f, e f; sono omotope,

o hanno lo stesso tipo di omotopia, e siscrive f, ~ f1,0 f, L fi,0F : fo— f. O

Parlando informalmente, se pensiamo alla variabile ¢ € [0, 1] come ad una varia-
bile temporale, 'omotopia F'(x,t) tra f, e fi descrive la deformazione continua
nel corso del tempo della mappa f, nella mappa f; mediante la famiglia di mappe
{fi(x) = F(z,t)}tcs. In altre parole, con lo scorrere del tempo dall’istante 0 all’i-
stante 1, la mappa f;(x) rappresenta all’istante ¢ lo stato della deformazione di
fo(x) in fi(z). Sempre in modo informale e in accordo con quanto detto all’inizio
del paragrafo, possiamo anche pensare all’'omotopia F' come ad un processo di
deformazione continua del sottospazio f,(X) di Y nel sottospazio f,(X) che, ad
un istante ¢, vede f,(X) deformato nel sottospazio f;(X) (si veda la Figura 2.2 per
uno schema grafico dell’omotopia F'). Nella Figura 2.2 & evidenziato anche 1’arco
lungo il quale ”si muove” il punto fy(zy) durante il processo di trasformazione
nel punto f;(zy) (cfr. Osservazione 2.4.2).
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|

[

R €

(.]'Y[pl) X x {1}

(g, 1) X x{t}

0" (2,0 X x {0}

f n(-i"n}

Figura 2.2: Omotopia F'(z,t) tra le mappe fo, f1 : X =Y

Si noti che le deformazioni che stiamo descrivendo non sono necessariamen-
te iniettive, nel senso che nel corso delle trasformazioni punti distinti possono
andare ad ”“incollarsi” in un medesimo punto.

OSSERVAZIONE 2.4.2. Siano fj, fi : X — Y due mappe di X in Y e F un’omoto-
pia tra fyo e f1. Allora, se z, € un punto di X, la mappa

F(xo,t) : tel — F(x,t) €Y

e un arco di Y di estremi F(z,,0) = fo(z,), F'(z,,1) = fi(z,) e tali estremi ap-
partengono ad una stessa componente connessa per archi di Y. Ne segue che, se
fi. fi + X — Y sono mappe di X in Y tali che esiste un punto z, € X per cui
fi(z,) e fi(x,) non appartengono ad una stessa componente connessa per archi
di Y, allora f; e f{ non possono essere omotope. O

ESEMPIO 2.4.3. (Omotopia lineare di mappe in insiemi convessi) Siano X uno spa-
zio topologico, C' un sottospazio convesso di R", f,g due mappe di X in C' e
consideriamo la mappa lineare /' : X x I — R" definita da

F(x,t) =1 —1t)f(z)+tg(x).

Osserviamo che, per ogni fissato z, € X, al variaredit € I,

F(:Boat) = (1 - t)f<xo) + tg(zo)

rappresenta in R” il segmento di estremi f(z,), g(z,), che & contenuto in C' perché
C' & convesso. Allora il codominio di F' & contenuto in C' e F risulta un’omotopia
tra f e g. Abbiamo, cosi, che due mappe di X in un sottospazio convesso C' di R"
sono sempre omotope. In particolare, ogni mappa di C' in se stesso ¢ omotopa
allidentita di C. O
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ESEMPIO 2.4.4. (Omotopia di mappe in insiemi stellati) Vediamo come il risultato
dell’esempio precedente sui sottospazi convessi di R" si estende a quelli stellati.
Siano X uno spazio topologico, S un sottospazio stellato di R" e ¥ un suo punto
di diramazione. Siano f, g due mappe di X in S e consideriamo la mappa

(1 —2t)f(z) + 2ty se 0<t<
F(z,t) = , (2.15)

20 —t)y+ (2t —1)g(z) se F<t<1

con (z,t) € X x I avalori in R", ottenuta, per ogni z € X, incollando in y la
riparametrizzazione in [0, | del segmento di estremi f(z) e y con quella in [1, 1]
del segmento di estremi y e g(x). Per ogni fissato =, € X, al variare di ¢ € I,
F(x,,t) descrive in R™ 'unione dei segmenti di estremi f(z,),y e y, g(z,), che &
contenuta in S perché S e stellato. Allora il codominio di £ e contenuto in S'e F
risulta un’omotopia tra f e g. Cosi, come per i convessi, due mappe di X in un
sottospazio stellato S di R" sono sempre omotope. In particolare, ogni mappa di
S in se stesso &€ omotopa all’identita di S. O

ESEMPIO 2.4.5. (Omotopia tra funzioni costanti) Siano k, : * € X — a € Y e
ky : x € X = b € Y due mappe costanti e sia F' un’omotopia tra k, e k;. Allora,
per un fissato z, € X, la funzione F(z,,t) € un arco in Y di estremi a, b e tali estre-
mi appartengono ad una stessa componente connessa per archi di Y. Viceversa,
assegnate le mappe costanti k,, ky, : X — Y, nell’ipotesi che a, b appartengono ad
una stessa componente connessa per archi di Y, ogni arco i : I — Y di estremi
a,b individua 'omotopia H tra k, e k;, definita da H(z,t) = h(t), per ognit € I.
Abbiamo cosi che due mappe costanti k,,k, : X — Y sono omotope se, e solo
se, a e b appartengono ad una stessa componente connessa per archi di Y. In par-
ticolare, se Y e connesso per archi, due mappe costanti di X in Y sono sempre
omotope. [

PROPOSIZIONE 2.4.6. Siano f, g, h tre mappe di X inY, F' un’omotopia tra f e g
e F' un’omotopia tra g e h. Allora la funzione

F(z,2t) se 0<t<
F'"(x,t) = , con (z,t) € X x 1T, (2.16)

e un’omotopia tra f e h.

DIMOSTRAZIONE. Le restrizioni di F” agli insiemi X x [0,1/2] e X x[1/2,1] sono
continue e coincidono su X x {1/2}, che € un chiuso di X x I. Allora " & continua
su X x I, in forza del Lemma di incollamento 2.3.7, e risulta F"(z,0) = f(z) e
F"(z,1) = h(z). F" ¢, dunque, un’omotopia tra f e h. O
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PROPOSIZIONE 2.4.7. Siano X,Y spazi topologici. La relazione di omotopia
nell'insieme C(X,Y") delle funzioni continue di X in Y e di equivalenza.

DIMOSTRAZIONE. Se f € C(X,Y), la funzione
F:(z,t)e XxI— f(z)eY

e un’omotopia tra f e se stessa e, quindi, la relazione di omotopia in C(X,Y) e
riflessiva. Se f,g € C(X,Y)ese F' : X x I — Y e un’omotopia tra f e g, la
funzione

F'i(z,t) e X xI = F(x,1—-t)eY

e, come subito si verifica, un’omotopia tra g e f e, quindi, la relazione di omotopia
in C(X,Y) e simmetrica. Infine, la transitivita della nostra relazione e assicurata
dalla Proposizione 2.4.6. O

ESEMPIO 2.4.8. In considerazione di quanto detto nell’ Esempio 2.4.5, le clas-
si di omotopia delle mappe da un punto ad uno spazio topologico Y sono in
corrispondenza biunivoca con le componenti connesse per archi di Y. O

Una mappa f : X — Y che sia omotopa ad una mappa costante si dice nullo-
motopa. Il risultato che segue caratterizza le mappe nullomotope definite sulla
circonferenza.

PROPOSIZIONE 2.4.9. (Mappe nullomotope della circonferenza) Una mappa [ :
S' — Y é omotopa ad una mappa costante se, e solo se, f pud prolungarsi ad
una mappa g : D* =Y.

DIMOSTRAZIONE. Supponiamo che k, : © € S' — a € Y sia una funzione
costante e F' : k, — f un’omotopia. Allora la funzione

F(gz lzl) se @ #0
g(x) = , con x € D?,
a se =0

& una mappa che risulta un prolungamento di f a D? come e facile verificare.
Viceversa, se esiste un prolungamento continuo g : D* — Y di f, ¢ facile provare
che la funzione

F:(x,t)eS'xI—>gtx)cY

€ un’omotopia tra la mappa costante in g(0) e f. O

PROPOSIZIONE 2.4.10. Siano f, ' mappe omotope di X inY e g, ¢ mappe omo-
topediY inT. Allorago f e g o f' sono mappe omotope di X inT.
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DIMOSTRAZIONE. Siano F| G rispettivamente un’omotopia tra f e f’ e un’omo-
topia tra g e ¢’ e osserviamo che la funzione

E:(x,t)e X xI — (F(z,t),t)eY x I
e continua. Allora e continua la funzione
H=GoFE : (x,t)e X xI = G(F(x,t),t) €T
e risulta
H(z,0) = G(E(z,0)) = G(F(2,0),0) = G(f(2),0) = g(f(x)),
H(z,1) = G(E(x,1)) = G(F(z,1),1) = G(f'(x), 1) = ¢/(f'())..
Resta cosi provato che H & un’omotopia tra le mappe go feg' o f'. O

DEFINIZIONE 2.4.11. (Equivalenza omotopica tra spazi) Una mappa f : X — YV
tra due spazi topologici X,Y prende il nome di equivalenza omotopica di X
in Y se esiste una mappa g : ¥ — X tale che g o f ¢ omotopa all’identita idx
di X e f o g & omotopa allidentita idy di Y. In queste ipotesi e chiaro che g &
un’equivalenza omotopica di ¥ in X e si dice che f e g sono omotopicamente
inversal'una dell’altra. Gli spazi X e Y si dicono omotopicamente equivalenti,
se esiste un’equivalenza omotopica tra X e Y. [

PROPOSIZIONE 2.4.12. La relazione di equivalenza omotopica é una relazione di
equivalenza nella classe degli spazi topologici.

DIMOSTRAZIONE. La riflessivita e la simmetria della relazione sono di imme-
diata verifica, proviamone la transitivita. Siano X ~Y, Y ~ T e

f:X=Y, g:Y =X (gof~idx, fogr~idy),

'Y =>T, ¢ :T—=Y (dof ~idy, fogr~idr)

equivalenze omotopiche. Allora, essendo ¢'o f* ~ idy, in forza della Proposizione
2.4.10, abbiamo

(dofYofm~idyof=Ff,
e risulta
(gogho(fof)=go(gof)of~gof~idyx.
In modo analogo si prova che

(ffof)o(gog) ~idr

e, cosi, resta provato che & X ~ T. ]
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OSSERVAZIONE 2.4.13. (Omeomorfismi e equivalenze omotopiche) Un omeomor-
fismo tra due spazi topologici €, come subito si verifica, un’equivalenza omoto-
pica e, quindi, come c’era da aspettarsi, spazi omeomortfi sono anche omotopi. 11
"viceversa” non vale: due spazi omotopicamente equivalenti non sono necessa-
riamente omeomorfi. Vedremo, infatti, che esistono equivalenze omotopiche che
non sono funzioni biunivoche. O

PROPOSIZIONE 2.4.14. Se X e Y sono spazi topologici omotopicamente equiva-
lenti, allora I'insieme delle componenti connesse di X e l'insieme delle compo-
nenti connesse di Y sono equipotenti.

DIMOSTRAZIONE. Sia F il funtore “componenti connesse” (cfr. sez.2.2.1) tra la
categoria 7 degli spazi topologici e la categoria S degi insiemi, che ad ogni spazio
topologico X associa l'insieme F'(X) delle componenti connesse di X. Ricordia-
mo che, fissati X,Y e una mappa f : X — Y, il funtore F' induce una funzione
f« : F(X) — F(Y) definita nel seguente modo: f.(C) e la componente connessa
di Y contenente f(C), per ogni componente connessa C' di X. Ricordiamo anche
che, se f, h sono mappe omotope di X in Y e z, € X, le immagini f(z,) e h(z,)
appartengono ad una stessa componente connessa per archi di Y (cfr. Osserva-
zione 2.4.2) e, quindi, ad una stessa componente connessa. Allora, nelle suddette
ipotesi, abbiamo f, = h,. Ora,se X ~ Y, e

f:X—=>Y, g:Y—>X (gofr~idx, fognr~idy),
sono equivalenze omotopiche, in forza della precedente osservazione, risulta

Gx 0 fu = (go f)* = (idX)* = idF(X) e fyog,= (fog)* = (idY)* = Z.dF(Y)Q
cosi le funzioni
[ i F(X)=>FY) e g.: F(Y) = F(X)
sono 'una l'inversa dell’altra e 1’asserto e provato. O
ESEMPIO 2.4.15. (Superfici sferiche) Per ogni intero n > 1, R™ \ {0} e la superficie
sferica S"~! sono omotopicamente equivalenti. La mappa di R™ \ {0} su S"!
definita da .
f:zeR"\ {0} — Tl e gt (2.17)
T

& un’equivalenza omotopica con inversa omotopica l'inclusione
q p
i:xec S = xecR\ {0}

Infatti, f o ¢ & uguale all’identita su S"~' e un’omotopia F tra i o f e 'identita su
R™\ {0} ¢ data da F(z,t) = zelt"Vdlzll come subito si prova. La restrizione della
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mappa (2.17) a D™ \ {0} & ancora un’equivalenza omotopica, cosi S"! & anche
omotopicamente equivalente a D" \ {0}. In particolare per n = 2 abbiamo che
la circonterenza S' & omotopicamente equivalente al piano euclideo e al cerchio
unitario privati di un punto. O

DEFINIZIONE 2.4.16. (Spazi contraibili) Uno spazio X si dice contraibile, o con-
trattile, se ¢ omotopicamente equivalente ad un punto. O

PROPOSIZIONE 2.4.17. Ogni sottospazio stellato S di R" é contraibile.

DIMOSTRAZIONE. Se Y = {y}, consideriamo 'unica funzione f : S — Y e
scegliamo una qualunque funzione g : ¥ — S. Allora f o g = idy e g o f, per
quanto esposto nell’Esempio 2.4.4, ¢ omotopa a idg. O

COROLLARIO 2.4.18. Ogni sottospazio convesso C' di R" é contraibile. In par-
ticolare, essendo convessi, sono contraibili R", D™ e B", per ogni intero n > 0.
Risulta, inoltre, contraibile S™ \ {z,}, per ogni punto =, € S™ en > 0.

DIMOSTRAZIONE. Poiché un sottospazio convesso di R" & anche stellato, la
prima parte dell’asserto segue dalla proposizione precedente. La seconda parte e
vera perché S™ \ {z,} & omeomorfo a R". O

OSSERVAZIONE 2.4.19. (Spazi omotopicamente equivalenti e non omeomorfi) Uno
spazio topologico contraibile, che non si riduca ad un punto, ed un punto sono
esempi di spazi omotopicamente equivalenti e non omeomorti. [

24.1 Omotopia relativa

In molti problemi di topologia, differentemente da quanto finora visto, si e inte-
ressati alla deformazione continua di una mappa f, : X — Yinuna f; : X =V
mediante mappe f; : X — Y, t € I il cui codominio non sia del tutto libero, come
illustreremo col seguente esempio.

ESEMPIO 2.4.20. Sia f : I — X un arco di uno spazio topologico X di estremi
f(0) = z, e f(1) = ;. Sia, inoltre, k = k,, : I — X l’arco costante in z,, cioe
k(s) = x,, per ogni s € I. La funzione

F:(s,t)yelIxI — f((1—-1t)s)eX
¢ continua e risulta
F(s,0) = f(s) e F(s,1) = f(0) =z, = k(s).

F' &, dunque, un’omotopia tra f e k e cosi resta provato che ogni arco, in par-
ticolare ogni laccio, di X e omotopo ad una funzione costante. L'omotopia F'
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che abbiamo scelto deforma con continuita 1’arco f nella funzione costante k£ me-
diante la famiglia di archi { f;(s) = F(s, )}t ciascuno dei quali ha come punto
iniziale f;(0) = f(0) = x, e come punto finale f;(1) = f(1 — ), che &€ un punto del
codominio di f. Si noti che, al variare di ¢t € I, gli archi f; che approssimano f a
k hanno primo estremo (fisso) z, e secondo estremo (variabile) un punto del co-
dominio di f che tende a x, al tendere di ¢t a 1; gli estremi di f;, ¢ > 0, quindi, non
sono gli stessi di f. Cosl, se si € interessati alla deformazione continua dell’arco f,
da z, a z1, in un altro ¢ mediante archi f; con gli stessi estremi z,, z1, ]’'omotopia
”libera” finora usata non e piu adatta a queste nuove esigenze. Con queste richie-
ste, per esempio, e chiaro che non si puo deformare f in una funzione costante,
se x, # x1 e f non & costante. O

Quanto appena esposto pone il problema di definire un’omotopia che, invece
di agire liberamente, sia soggetta a delle condizioni iniziali che costringano le
deformazioni a rispettare dei vincoli imposti a priori, come nel contesto dell’e-
sempio precedente. Questo, come vedremo, & possibile a patto di prendere come
ambiente, invece degli spazi topologici, le coppie di spazi.

Ricordiamo che, se A & un sottospazio dello spazio topologico X, la coppia (X, A)
prende il nome di coppia di spazi topologici. Una mappa f : (X,A) — (Y, B)
tra due coppie di spazi e, per definizione, una funzione continua f : X — VY
tale che f(A) C B. Cid premesso, la nozione di omotopia di mappe tra due spazi
topologici (cfr. Definizione 2.4.1) si generalizza in modo naturale al caso delle
coppie di spazi topologici.

DEFINIZIONE 2.4.21. (Omotopia di mappe tra coppie di spazi) Siano (X, A), (Y, B)
coppie di spazi topologici e f,, fi due mappe di (X, A) in (Y, B). Una mappa

F:XxI—=Y (2.18)
prende il nome di omotopia tra f, e f1, 0 da f, a f se risulta
F(z,0) = f,(x) e F(x,1) = fi(x), perogni z € X, (2.19)
e
F(A,t) C B, perognitel. (2.20)
Quando esiste un’omotopia tra le mappe f,, fi, si dice che f, e f; sono omotope
e si scrive f, ~ f. O]

Naturalmente un’omotopia £’ tra le mappe f, g di (X, A) in (Y, B) € anche un’o-
motopia tra f e g considerate come mappe di X in Y e la (2.20) esprime il vincolo
che I'omotopia F' deve rispettare, di cui parlavamo in precedenza.

I risultati di cui alle Proposizioni 2.4.7 e 2.4.10 si generalizzano senza difficolta al
caso delle coppie di spazi topologici e abbiamo, cosi, le seguenti due proposizioni.
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PROPOSIZIONE 2.4.22. Siano (X, A), (Y, B) coppie di spazi topologici. La relazio-
ne di omotopia nell’insieme delle mappe di (X, A) in (Y, B) é di equivalenza.

PROPOSIZIONE 2.4.23. Siano f, f' mappe omotope di (X, A) in (Y, B) e g, ¢ map-
pe omotope di (Y, B) in (T, C'). Allora go f e g'o f sono mappe omotope di (X, A)
in (T,C).

Con la definizione che segue introduciamo una classe particolare di omotopia di
mappe tra coppie di spazi.

DEFINIZIONE 2.4.24. (Omotopia relativa) Siano (X, A), (Y, B) coppie di spazi to-
pologici e f,, fi due mappe di (X, A) in (Y, B) tali che f,(a) = fi(a), per ogni
a € A. Un’omotopia F' : f, — f; sidice relativa ad A se risulta

F(a,t) = F(a,0) , perogni ac Aetel (2.21)

(in queste ipotesi risulta anche F(a,0) = f,(a) = fi(a) = F(a,1)). Quando esiste
un’omotopia relativa ad A tra le mappe f,, fi, si dice che f, e f; sono omotope
relativamente ad A e si scrive f, ~4 f1. O

ESEMPIO 2.4.25. (Omotopia tra archi) Ricordiamo che un arco f da z, a x; di uno
spazio topologico X € una mappa f : I — X taleche f(0) = z, e f(1) = z;. Allora
un tale arco puo essere riguardato come una mappa

[ (10,1],{0,1}) — (X, {zo,21}), con f(0) =z,e f(1) =y,

tra le coppie di spazi ([0,1],{0,1}) e (X, {x,, x1}), e viceversa. In questo modo,
un’omotopia F' tradue archi f,gdax, ax, di (X, {z,,r,}) relativa ai suoi estremi
€ una mappa

F:[01x[0,1] - X

tale che
F(t,0) = f(t), F(t,1) =g(t), perogni t € I,

F(0,t) =x,, F(1,t) =z, perogni t € I.

La Proposizione 2.4.22 assicura che, se z,,z; € X, la relazione di omotopia re-
lativa agli estremi sull’insieme degli archi di (X, {z,,z,}) di estremi z,,z; é di
equivalenza. O
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F(t,0) = f(t)

Figura 2.3: Omotopia tra due archi relativa agli estremi.

Avvertiamo il Lettore che nel seguito, quando parleremo di omotopia tra ar-
chi, ci riferiremo sempre all’'omotopia tra archi relativa agli estremi, definita
nell’esempio precedente.

2.4.2 Omotopia tra lacci

Ricordiamo che, se (X, A) & una coppia di spazi topologici con A = {z,}, z, € X,
la coppia (X, z,) prende il nome di spazio topologico puntato e z, si dice punto
base di (X, z,). Nel caso degli spazi puntati, una mappa f : (X,z,) = (Y,y,) €
una funzione continua f : X — Y tale che f(z,) = v,.

L’omotopia tra lacci e caso particolare dell’'omotopia tra archi esposta nell’Esem-
pio 2.4.25. Comunque, per maggiore chiarezza, preferiamo richiamarla in modo
esplicito. A tale scopo, consideriamo un laccio ¢ di uno spazio topologico X con
punto base x,, cioé una mappa o : I — X tale che 0(0) = o(1) = z,. Allora o puo
essere riguardato come una mappa

o :([0,1,{0,1}) — (X, x,)

tra le coppie di spazi ([0, 1],{0,1}) e (X, z,), e viceversa. Cosi, come caso partico-
lare della Definizione 2.4.21, abbiamo la seguente definizione.

DEFINIZIONE 2.4.26. (Omotopia tralacci) Un’omotopia F' tra duelacci o, 7 di (X, z,)
di punto base z, € una mappa

F:[0,1]x[0,1] — X

tale che
F(s,0) =0(s), F(s,1)=17(s), perogni s € I

F(0,t) = F(1,t) =x,, perogni t € I . O
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Avvertiamo il Lettore che nel seguito useremo spesso, senza richiamarlo in mo-
do esplicito, il Lemma di incollamento 2.3.7. In altre parole, dato uno spazio
topologico X unione di due chiusi A e B, definiremo una funzione continua su

X assegnandone i valori su A e su B, senza notare esplicitamente che tali valori
coincidono su A N B.

PROPOSIZIONE 2.4.27. Siano o, 7,0 tre lacci di (X, x,) di punto base z,. Allora
risulta
(0*T)%0 ~0x(Tx0), (2.22)

cioé (o * 7) * § € omotopo a o * (T x 0).

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che, per s € I, risulta

ox7(2s) se 0<s<1i

(c*x7)*6(s) =

0(2s—1) se 3<s<1
o(4s) se 0<s<1i
= { T(4s—1) se ;<s<3
0(2s—1) se 1<s<1,
o(2s) se 0<s<1i
ox(T*x0)(s) =
Tx0(2s—1) se 1<s<1
o(2s) se 0<s<1i
= < 7(4s—2) se L1<s<3
0(4s — 3) se %Ssgl
e un‘omotopia H tra (c *7) x e o * (7 * 0) € data da
o(5%) se 0<4s<t+1
H(s,t)=14 7(4s—1—1) se t+1<4s<t+2 | (2.23)
f(12t) se t+2<4s<4

con (s,t) € I x I. Infatti, H & continua e risulta

H(s,0) = (ox7)x6(s), H(s,1) =0 (7 *0)(s)
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HO,t) = 0(0) = 2,, H1,t) = 0(1) = z,.

L'omotopia H definita dalla (2.23) si puo determinare, e quindi rappresentare
graficamente, mediante il primo grafico della Figura 2.4 usando il seguente pro-
cedimento.

1. Nel piano di coordinate (s, t) si calcolano le coordinate dei punti A, B, C, D
(cfr. secondo grafico della Figura 2.4) intersezioni della retta t = ¢,, ¢, €
I, rispettivamente con le rette per i punti (0,0) e (0,1), (1/4,0) e (1/2,1),
(1/2,0) e (3/4,1), (1,0) e (1,1) :

ty+1
4

ty+2

A=(0,t,), B=( 1

o), C=( o), D= (1,%,).

2. Si calcola la riparametrizzazione lineare di o sul segmento AB, cioe sull’in-
tervallo [0, (t, + 1)/4] (cfr. Osservazione 2.3.2):

4 4
SemﬁfHﬂﬂ%tslemH%ﬂtsﬁeX.
0,1 (1/2.1(3/4,1)(1,1)
» ’ o*(T*6) » »
a T 0 o / T 0
A /B (1 D f:ro
t=4s— 1
t=4s— 2
¥ ¢ 4 0 (oxT)*4d g 4 T.] 0
(0,0) (1/4,0)(1/2,0) (1,0)

Figura 2.4: Schema per 'omotopia (2.23) tra (o * 7) x e o * (7 x 0)

3. Si calcola la riparametrizzazione lineare di 7 sul segmento BC), cioé sull’in-
tervallo [(¢, + 1)/4, (t, + 2)/4]:

se((to+1)/4,(t,+2)/4] - 4s—1—t,€[01] > 7(4s—1—1,) € X.
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4. Si calcola la riparametrizzazione lineare di 6 sul segmento C'D, cioe sull’in-
tervallo [(t, + 2)/4, 1]:

4s — 2 — t,
2—t,

4s — 2 — t,

s € [(to+2)/4,1] — 2t

€ [0.1] — 6( JeX.

5. Si definisce H (s, t,) incollando le tre riparametrizzazioni di o, 7,  preceden-
temente costruite. [

PROPOSIZIONE 2.4.28. Siano ¢ un laccio di (X,z,) di punto base z, e k(t) =
x,, t € I, il laccio costante di X in x,. Allora risulta

oxk~kxo~o, (2.24)
cioeé o * k, k x 0 e 0 sono omotopi.
DIMOSTRAZIONE. Un’omotopiatracxkeo e

o(3%) se 0<2s<t+1

H(s,t) = ) (2.25)
T, se t+1<2s<2

Infatti, H e continua e risulta

H(s,0) =0 xk(s), H(s,1) =0(s)

H(0,t) = H(1,t) = z,.

In modo analogo si vede che un’omotopia tra k x 0 e o & data da

T, se 0<2s<1—t
G(s,t) = . (2.26)

o(3) se 1-1<25<2

Le omotopie H e G definite dalle (2.25) e (2.26) si rappresentano rispettivamente
mediante il primo e il secondo grafico della Figura 2.5.
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(0.1) (1 (0,1) (1,1)

o g o o
o T, oxk ¥ a kxo
(0,0) (1/2,0) (1,0) (0.0) (1/2.,0) (1.0)

Figura 2.5: Schema per le omotopie (2.25) e (2.26)

Per calcolare I’'omotopia H si procede nel seguente modo.

1. Nel piano di coordinate (s,?) si calcolano le coordinate dei punti A, B,C
(cfr. il primo grafico della Figura 2.5) intersezioni della retta t = ¢,, ¢, € I,
rispettivamente con le rette per i punti (0,0) e (0,1), (1/2,0) e (1,1) (1,0) e
(1,1) :

A=(0,t), B=((1+1,)/2,t,), C = (1,1,).

2. Si calcola la riparametrizzazione lineare di o sul segmento AB, cioé sull’in-
tervallo [0, (1 + t,)/2] (cfr. Osservazione 2.3.2):

2s
t, +1

se(0,(1+1t,)/2] = € [0.1] — o )eX.

to+1

3. Si calcola la riparametrizzazione lineare di k sul segmento BC), cioe sull’in-
tervallo [(1 +1t,)/2, 1]:

se€[(1+1t,)/2,1] 5z, € X.

4. Sidefinisce H (s, t,) incollando le due riparametrizzazioni di o e k preceden-
temente costruite.

Per calcolare I’omotopia G si procede in modo analogo.

1. Nel piano di coordinate (s,?) si calcolano le coordinate dei punti A, B,C
(cfr. il secondo grafico della Figura 2.5) intersezioni della retta t = ¢,, ¢, € I,
rispettivamente con le rette per i punti (0,0) e (0,1), (1/2,0) e (0,1) (1,0) e
(1,1) :

A=(0,t,), B=((1—1t,)/2,t,), C=(1,t,).
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2. Si calcola la riparametrizzazione lineare di k sul segmento AB, cioe sull’in-
tervallo [0, (1 —¢,)/2]:

s€0,(1—1t,)/2] 5z, € X.
3. Si calcola la riparametrizzazione lineare di o sul segmento BC), cioé sull’in-
tervallo [(1 —t,)/2,1]:

2s —1+1t,
1+1t,

2s —1+1t,

sel(l—-t,)/2,1] — s

€ [0,1] = of JeX.

4. Sidefinisce G (s, t,) incollando le due riparametrizzazioni di k e o preceden-
temente costruite. ]

PROPOSIZIONE 2.4.29. Sia k(t) = xz,, t € I, il laccio costante di (X, z,) in z,.
Siano o e ¢ un laccio di (X, z,) di punto base z, e il suo inverso (cfr. Esempio
2.3.6), rispettivamente. Allora risulta

ocxag~a*xo~k, (2.27)
cioé o * 7,0 x 0 e k sono omotopi.

DIMOSTRAZIONE. Un’omotopiatrac*ceke

o(2(1—1)s) se 0<2s<1
His, 1) = (2.28)
o((1—1)(2—2s)) se 1<2s<2

Infatti, H e continua e risulta

o(2s) se 0<2s<1
H(S’O): 20*5(3)7
0(2—-2s)=7(2s—1) se 1<2s<2

H(s,1)=0(0) =z,

H(0,t) = H(1,t) = 0(0) = 2.

L’omotopia H definita dalla (2.28) si rappresenta mediante il grafico della Figura
2.6 e, per calcolarla, si usa il seguente procedimento.

1. Per ogni t, € I, si considera 1’arco oy, di X di estremi z,,0(1 — ¢,) definito
da
:s€0,1] — o((1 —t,)s) € X.

O

o
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Con questa posizione, 7;, € 1’arco di X di estremi o(1 — t,) e =, definito da
Ty, - S€E0,1] = o, (1 —5)=0((1 —1t,)(1 —5))

e la composizione o, * 7, € un laccio di X con punto base x,.

(0,1) k (.7}
O, at,
1 B (, f— o f-f_:
o T
0.0) (1/2,0) (1,0)

Figura 2.6: Schema per 1'omotopia (2.28) trac x o e k

2. Nel piano di coordinate (s, t) si considerano i punti
A=(0,t,), B=(1/2,t,), C =(1,t,)
della retta t = t,, con ¢, € I (cfr. Figura 2.7).

3. Si calcola la riparametrizzazione lineare di o, sul segmento AB, cioe sul-
l'intervallo [0, 1/2]:

s€[0,1/2] = 2s € [0.1] = 04,(2s) = 0(2(1 —t,)s) € X .
4. Si calcola la riparametrizzazione lineare di 7,, sul segmento BC, cioé sul-
'intervallo [1/2,1]:
sefl/2,1] »2s—1€[0,1] 5 7,(2s—1)=0((1 —1,)(2—2s)) € X.

5. Si definisce H (s, t,) incollando le due riparametrizzazioni di o, e 7;, prece-
dentemente costruite.

Scambiando il ruolo di o e 7 nella (2.28) e tenendo presente che & = o, si trova
un’omotopia trac * o e k. O

ESERCIZIO 2.4.30. Provare che i risultati delle Proproposizioni 2.4.27, 2.4.28,
2.4.29 valgono, con dimostrazioni analoghe, anche per I’omotopia tra archi di
X dax,aux;. O
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2.5 Gruppo fondamentale

Se (X, z,) € uno spazio puntato, la Proposizione 2.4.22 assicura che la relazione
di omotopia sull’insieme dei lacci di (X, x,) con punto base z, é di equivalenza.
Denotiamo con (X, z,) l'insieme dei lacci di (X, z,) con punto base z, € X e
osserviamo che 1’'operazione * di concatenazione tra archi induce un’operazione
binaria su € (X, z,). Consideriamo l'insieme quoziente

™ (Xa xo) = (Xa xo)/ ~5 (2.29)

di (X, z,) rispetto alla relazione ~ di omotopia tra lacci. Un elemento di 7 (X, z,)
e, dunque, una classe completa di omotopia di lacci di (X, z,) di punto base x,;
la classe individuata da un laccio o sara denotata con [o].

(0,1) oy
0'(s) = G(s,0) | T'(s) = G(s,1)
F[:'l;-.fﬂ_} (_:’l[,‘i._f“}
= t=1;
A B i '
o(s) = F(s,0) | 7(s) = G(s,0)
(0,0) (1/2,0) (1.0)

Figura 2.7: Schema per 1'omotopia (2.30) tra o * 7 e o’ * 7/

PROPOSIZIONE 2.5.1. Sianoo, o', 7,7 € (X, x,) quattro laccidi (X, z,) di punto
base x,. Siano F,G omotopie di ¢ in ¢’ e di T in 7', rispettivamente. Allora la
funzione

H:[0,1]x[0,1] > X,

definita da
Hi(s,t) = - , con (s,t)€IxI, (2.30)

é un’omotopia tra o x 7 e o' * 7'. Ne segue che I'operazione * di concatenazione
tra lacci in (X, x,) e compatibile con la relazione di omotopia, cioe

o0, 7,7 € WX, x,), 0~ T~T = oxT ~ 0 %7 (2.31)
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DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che H e ben definita perché le restrizioni di H
agli insiemi [0,1/2] x I e [1/2,1] x I sono continue e coincidono su {1/2} x I,
che € un chiuso di / x I. Allora H & continua su / x [ in forza del Lemma di
incollamento 2.3.7. Il resto della dimostrazione e una semplice verifica. Si osservi
che I'omotopia H si puo rappresentare mediante il grafico della Figura 2.7.  [J

La proposizione precedente assicura che & ben definita in (X, z,) la seguente
operazione di moltiplicazione

o]« [r] = [o* 7], perognilo],|[r] € m (X, xz,), (2.32)

che, come vedremo, & un’operazione di gruppo. Nel seguito, per semplificare le
notazioni, porremo

lo][7] = [o] x[7], perogni o], [r] € m (X, x,). (2.33)

PROPOSIZIONE 2.5.2. La struttura algebrica (m(X,z,), *) definita dalla (2.32)
risulta un gruppo.

DIMOSTRAZIONE. La proprieta associativa segue dalla (2.22); infatti si ha:
([o][r)16] = [o * (0] = [(0 + 7) % 0] = [0 % (7 % )] = [o][(7 % )] = [0]([7][6]) ,

per ogni [o], [7], [0] € ™ (X, z,).
L'elemento neutro, in forza della (2.24), ¢ la classe del laccio costante k(t) =
Z,, t € I, avendosi

[o][k] = lo * k] = [k * o] = [K][o] = [o],

per ogni [0] € m (X, x,).
Per ogni [o] € ™ (X, z,) , in forza della (2.27), l'inverso dell’elemento [o] & [o] ™! =
[7], avendosi

lo][o] = [0 % 7] = [ o] = [0][0] = [K].

Resta cosi provato che (7 (X, z,), * ) € un gruppo. O

OSSERVAZIONE 2.5.3. Se 0, 7,6 € (X, z,), 'espressione ¢ * 7 * § non ha signifi-
cato perché e (o x 7) % 6 # o * (7 x 0). E, invece, priva di ambiguita 1’espressione
[0 % T % 0] perché risulta [(o * 7) % 0] = [0 * (T x 0)]. O

DEFINIZIONE 2.5.4. (Gruppo fondamentale) Il gruppo (7 (X, z,), * ) prende il no-
me di gruppo fondamentale dello spazio puntato (X, z,) e si denota semplice-
mente con 7 (X, z,). O

Il gruppo fondamentale 7 (X, z,) dipende, per costruzione, dal punto x,. In effet-
ti, perd, possiamo mostrare che esso dipende soltanto dalla componente connessa
per archi di z,.
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PROPOSIZIONE 2.5.5. Se z,,z, sono punti appartenenti ad una stessa compo-
nente connessa per archi dello spazio topologico X, allora i gruppi 7 (X, z,) e
m (X, z)) sono isomorfi. In particolare, se X e connesso per archi, il gruppo
m (X, z,), a meno di isomorfismi, non dipende dalla scelta del punto x,,.

DIMOSTRAZIONE. Si fissi un arco a di X di punto iniziale z, e punto finale z,
e sia a l'arco opposto ad a. Considerati due lacci omotopi 0,0’ € (X, z,), si
osserviche (@ o) *xa e (@ *0’) * o sono due lacci omotopi con punto base 2/, (cfr.
Esercizio 2.4.30). Allora, e ben definita la funzione

O, : [0l em(X,x,) = [(@*x0)xa] € m(X,z)) (2.34)

che risulta un omomorfismo di gruppi. Si ha, infatti,

&ullollr]) = Ballo*7)
= [(@x(ox*x71))*qa]
= [(@x(cxkx*T))x*q] (per la (2.24))
= [([ax((c*x(axa))*7))*xa] (perla(2.27))
= [((@*xo)*xa)x((@x7)*xa)] (perla(2.22))
— (o) a(l7]).

D’altra parte, considerata la funzione
Oy 1] € m(X, 7)) = [(ax7)*a] € m(X,x,),
per ogni [0] € m (X, ,) e [7] € m (X, z)), risulta
Bs0®,([0]) = Pa([(@x0)xa)) = [ax (@ko)*a)*a] = [(a+a) * o * (a*@)] = [0]

e, analogamente, ¢, o ®5([7]) = [7]. Ne segue che 5 e l'inversa di ¢, e, quindi,
®,,, risultando biunivoca, & un isomorfismo. [

OSSERVAZIONE 2.5.6. (I’isomorfismo ®, non & canonico) E da notare che la costru-
zione dell’isomorfismo (2.34) dipende in modo essenziale dalla scelta dell’arco .
In altre parole, se z,, z, sono punti appartenenti ad una stessa componente con-
nessa per archi dello spazio topologico X, allora i gruppi m1 (X, z,) e m (X, )
sono isomorfi ma non canonicamente isomorfi. [

Tenendo conto della Proposizione 2.5.5, se X & uno spazio topologico connesso
per archi e z, un suo punto, il gruppo (X, z,), a meno di isomorfismi, non
dipende da z, e, per tale motivo, sara detto gruppo fondamentale di X e sara
denotato con 7 (X).
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2.5.1 Funtorialita del gruppo fondamentale

Siano (X, z,), (Y, y,) due spazi topologici puntati. Ad ogni mappa
fo(Xomo) = (Yiyo)
possiamo associare una funzione f, di (X, z,) in (Y, y,) definita da
f* NS Ql(XJxO) — fOO' S QI(Y7yO>

e, se 0,0’ sono lacci omotopi di €2;(X,z,), allora f o o e f o ¢’ sono lacci omo-
topi di (Y, y,) (cfr. Proposizione 2.4.10). Ne segue che f, si estende ai gruppi
fondamentali di (X, z,) e (Y, y,) nel seguente modo:

f* : [U] € 7T1<X7 $0) - [f OU] € ﬂ-l(}/a yo) : (235)
Inoltre, per ogni [0}, [7] € m1 (X, z,), risulta

fllollr]) = fulloxr]) = [felox7)] = [(foo)x(for)] = [foollfor] = fu(lo]) f«([7])

da cui si ricava che f, : m(X,z,) = m(Y,y,) € un omomorfismo di gruppi.
L’'omomorfismo f, si dice indotto da f.

ESEMPIO 2.5.7. (f costante = f, nullo) Sia f : X — Y una funzione costante con
f(x) = yo, per ogni € X, e osserviamo che, per ogni laccio ¢ di X, la funzione
fooeillaccio di Y costante in y, e, quindi, [f o o] € l'unita del gruppo 7 (Y, v,).
Allora, per ogni z, € X, la funzione f. : [0] € m(X,z,) = [foo] € m(Y,y,) &
I’'omomorfismo nullo, cioe f, trasforma ogni elemento di 7 (X, z,,) nell’elemento
neutro di m (Y, y,). O

PROPOSIZIONE 2.5.8. La legge m che associa ad ogni spazio topologico puntato
(X, z,) il suo gruppo fondamentale (X, z,) e ad ogni mappa tra due spazi to-
pologici puntati f : (X, z,) — (Y,y,) 'omomortismo di gruppi f. : m (X, z,) —
m(Y,y,) € un funtore covariante della categoria degli spazi topologici puntati
nella categoria dei gruppi.

DIMOSTRAZIONE. Se f: (X,z,) = (Y,v,) eg: (Y,v,) = (T,t,) sono mappe tra
spazi topologici puntati e [0] € 7 (X, z,), risulta

(go fllo]) =l(ge fleol =[go(foo)] = g.([f o 0]) = g.(fu(lo])) = (g 0 f:)([0]) ,

cioe

(gofle=g.0fs. (2.36)
Inoltre, per ogni o] € m (X, z,) risulta
(ix):([0]) = [ix 0 0] = [0] = im (x20) ([0]) , (2.37)

cioe (ix)« = ir (x,.,), PEr OgNi spazio topologico puntato (X, z,). L'asserto & cosi
provato. O



148 FRANCESCO MAZZOCCA: APPUNTI DI GEOMETRIA 3

PROPOSIZIONE 2.5.9. Siano f,g : X — Y due mappe omotope dello spazio to-
pologico X nello spazio topologicoY e z, un punto di X. Sia F' un’omotopia di f
ingea(t) = F(z,,t),t € I,l'arcoin Y tra f(z,) e g(x,) indotto dall’'omotopia F.
Allora, il diagramma

m (Y, f(x,))

T

1 (K g(xo))

é commutativo; cioé g, = ¢, o f..
DIMOSTRAZIONE. Consideriamo l'isomorfismo di gruppi (2.34)
Oo ] € (Y, (o)) = [[@x0) ] € m(Y, g(x,))
e osserviamo che, per ogni [0] € m (X, z,), si ha
®o 0 fullo]) = Pu(lfoo]) = [[@* (foo)) xa] e gu(lo]) =[goa].  (2.38)

D’altra parte, la funzione continua

a(l —4s) se 0<4s<1—t
H(s,t) =14 F(o(3¥H),t) se 1-t<4s<2(1+t) , (s,t) €l x1,
a(2s —1) se 2(1+1t) <4s<4

& un’omotopia tra i lacci di Y definiti da (@ * (f o o)) * a e g o 0, avendosi

a(l — 4s) = a(4s) se 0<s S}l
H(s,0) =4 F(o(4s—1),0) = f(c(4s—1)) se 3 <s<i =(ax(foo))*als),
()4(28—1) se %Ssgl

H(s,1) = F(o(s),1) = goa(s),
H(0,1) = H(1,1) = (1) = g(o).

Ne segue che [(@* (f o 0)) xa] = [g o 0], e dalle (2.38) abbiamo ®, o f. = g, , come
volevamo provare. 0
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COROLLARIO 2.5.10. Sia f : X — Y una mappa omotopa ad una funzione
costante g : © € X — y, € Y. Allora, per ogni z, € X, I'omomorfismo f, :
m(X,z,) = m(Y,y,) & 'omomorfismo nullo; cioé f,. trasforma ogni elemento di
(X, z,) nell’elemento neutro di (Y, y,).

DIMOSTRAZIONE. Se, nelle nostre ipotesi, applichiamo il risultato della propo-
sizione precedente, abbiamo @, o f.([¢]) = g.([o]), ove g. & 'omomorfismo nullo
(cfr. Esempio 2.5.7) e @, & un isomorfismo. Ne segue che ¢, o f, € 'omomorfismo
nullo e, di conseguenza, anche f, é tale. O

PROPOSIZIONE 2.5.11. Siano X e Y spazi topologici connessi per archi. Allora il
gruppo fondamentale m; (X x Y') dello spazio prodotto X x Y risulta isomorfo al
prodotto dei gruppi m; (X) x m (V).

DIMOSTRAZIONE. Fissiamo un punto z, € X, un punto y, € Y e consideriamo
le proiezioni canoniche

pYi(ry) EX XY sxeX, pi(ny)eX XY sycY.

Gli omomorfismi

pi tla) € m(X XY, (20,90)) = [p* 0 a] € m (X, z,)

pr o] € m(X XY, (20,4)) = [P 0a] € m(Y.y,)

inducono ’'omomorfismo

fila] € m(X XY, (20,50)) = (P ([a]), pi ([a]) € T (X, 26) X m1(Y50)

che proveremo essere un isomorfismo.

Osserviamo che risulta k£ = (k,,, ky, ), ove k, k,,, k,, sono rispettivamente il laccio
di X xY costante in (z,, y,), il laccio di X costante in z, e il laccio di Y costante in
Y, € supponiamo che per un laccio a di X x Y puntato in (z,,y,) sia [a] € Ker f,
cioe f([a]) = ([ks,], [ky,]). Allora esistono un’omotopia Fx trailaccip® o e k,, e
una Fy tra p¥ oa e k,, e queste inducono 'omotopia definita da F' = (Fy, Fy) tra
a e k. Ne segue che Ker f = {[k]} e cosl f ¢ iniettivo.

Per provare che f ¢ suriettivo, consideriamo [0] € (X, z,), [7] € m(Y,y,) e il
laccio a di X x Y con punto base (z,,y,) definito da a(s) = (o(s),7(s)), s € I.
Risulta p* o =g ep¥ oa =7, cioe f([a]) = (o], [7]) e I'asserto & provato. O

2.5.2 Gruppo fondamentale ed equivalenze omotopiche

In questo paragrafo studieremo le relazioni che intercorrono tra i gruppi fonda-
mentali di spazi omotopicamente equivalenti. Vedremo, tra I’altro, che il gruppo
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fondamentale, nell’ambito degli spazi connessi per archi, & un invariante omoto-
pico, come era da prevedere grazie anche alla funtorialita della sua costruzione
(cfr. Proposizione 2.5.8).

PROPOSIZIONE 2.5.12. Siano f : X — X una mappa dello spazio topologico X in
sé e x, un punto di X. Allora, se f € omotopa all’identitaix di X, I'omomorfismo
di gruppi (2.35)

fe i o] € m(X,x,) = [foo] €m(X, f(x,))
€ un isomorfismo.

DIMOSTRAZIONE. Siano F un’omotopia tra f eiy e a(t) = F(z,,t), t € I,'arco
tra f(z,) e z, indotto da F. Allora, per la (2.37), (ix). € l'identita del gruppo
m(X,z,) e, in forza della Proposizione 2.5.9, risulta (ix). = ®, o f.. Ne segue
che, essendo (ix). e &, isomorfismi, anche f, lo &. O

PROPOSIZIONE 2.5.13. Siano X,Y spazi topologici, f : X — Y un’equivalenza
omotopica e z, un punto di X. Allora I'omomorfismo di gruppi f. : m (X, z,) —
m(Y, f(x,)) & un isomorfismo. In particolare, due spazi connessi per archi e
omotopicamente equivalenti hanno gruppi fondamentali isomorfi.

DIMOSTRAZIONE. Se g : ¥ — X e un’inversa omotopica di f, considerati gli
omomorfismi

T (X, ) L5 m (Y, f(2,)) L5 (X, g(f(2,))),

abbiamo (g o f). = g. o f., in forza della (2.36). Inoltre, essendo g o f omotopo a
idx, per la Proposizione 2.5.12, (g o f). & un isomorfismo e, di conseguenza, f.
€ un monomorfismo e g, € un epimorfismo. D’altra parte, ragionando in modo
analogo con gli omomorfismi

(Y, f(20)) 2 (X, g(f(20))) > ma(Y, fg(f(x0)))

e tenendo presente che (f o g). = f. o g, € un isomorfismo (perché f.g & omoto-
po a idy), si ha che g, & un monomorfismo. Ne segue che g,, e quindi f,, & un
isomorfismo e 'asserto e provato. O

2.6 Spazi semplicemente connessi

Tra gli spazi topologici connessi per archi, i primi che viene naturale studiare
sono quelli con gruppo fondamentale banale. Questi, come vedremo, rivestono
un ruolo particolarmente importante in geometria e cio giustifica la definizione
che segue.
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DEFINIZIONE 2.6.1. Uno spazio topologico X si dice semplicemente connesso se
e connesso per archi e il suo gruppo fondamentale e banale, cioe 7 (X) = {1}. O

PROPOSIZIONE 2.6.2. Uno spazio topologico X connesso per archi é semplice-
mente connesso se, e solo se, vale una delle seguenti proprieta:

(1) ogni laccio di X con punto base x, e omotopo al laccio costante in x,, per
ogniz, € X;
(2) due arbitrari archi di X con gli stessi estremi sono omotopi. O

DIMOSTRAZIONE. La prima parte ¢ immediata; proviamo quindi la seconda. Se
m(X) = {1} e f,gsono due archi di X da z, a xy, allora f *x g & un laccio di X con
punto base z, omotopo al laccio costante in z, e g * g € un laccio di X con punto
base 1 omotopo al laccio costante in 1. Ne segue che f ~ fx(g*g) ~ (f*g)*g ~ g.
Viceversa, se vale la (2), per ogni z, € X, ogni laccio di X con punto base z, €
omotopo al laccio costante in z, e, di conseguenza, m(X) = {1}. O

ESEMPIO 2.6.3. (Spazi contraibili) Uno spazio topologico che si riduce ad un pun-
to & ovviamente semplicemente connesso. Dalla Proposizione 2.5.13 segue allora
che ogni spazio topologico contraibile ¢ semplicemente connesso. In particola-
re, risultano semplicemente connessi i sottospazi stellati di R” (cfr. Proposizione
2.4.17) e, quindi, R" stesso e i suoi sottospazi convessi, tra cui D" e B", per ogni
n > 0. Risulta, inoltre, semplicemente connesso S™ \ {z,}, per ogni punto z, € S™
en > 0 (cfr. Corollario 2.4.18). O

PROPOSIZIONE 2.6.4. Sia X = AU B, con A, B aperti semplicemente connessi e
AN B connesso per archi. Allora X é semplicemente connesso.

DIMOSTRAZIONE. In forza della Proposizione 2.3.15, X & connesso per archi,
cosi basta provare che per un punto z, € AN B il gruppo (X, z,) € banale (cfr.
Proposizione 2.5.5); cioe che ogni laccio o : I — X di punto base z, € omotopo
ad un laccio di A con lo stesso punto base.

A tale scopo, cominciamo con 'osservare che 01 (A) e 0~ !(B) sono due aperti di
I che ricoprono /; quindi risulta

o (A) = Jas , 7' (B) = Jna,
ses tel

ove, perognis € Set € T, Ja, e Jp, sono intervalli aperti o semiaperti (con-
tenenti 0 o 1 a seconda che sono aperti a destra o a sinistra, rispettivamente).
Osserviamo esplicitamente che risulta

o(Jas) CA, o(Jpy) C B,
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perogni s € S et € T. Inoltre, la famiglia
{Jas : s€StU{Jp: : t€T}

e un ricoprimento di aperti di I dal quale, essendo I compatto, se ne puo estrarre
uno finito. A partire da questo ricoprimento possiamo costruire una suddivisione
di / mediante un numero finito di punti 0 = ¢, < ¢; < --- <t, = 1 tali che

e o([ti_1,1;]) & contenuto in A 0 in B,
e 7 ¢ il minimo possibile per una suddivisione di questo tipo.

In queste ipotesi, risulta o(¢;) € AN B, perognii = 1,2,--- ,n. Infatti, se cosi non
fosse, esisterebbe un intero j tale che o(t;) ¢ Ao o(t;) € B. Allora, se per esempio
eo(t;) € A, risulta

o([tj-1,t;]) Uo(lt; tjn]) € B,
da cui avremmo o([tj_1,t;4+1]) € B. Cid & assurdo perché ci permetterebbe di

eliminare ¢; dalla suddivisione di / che era stata scelta minima rispetto ad n.
Consideriamo ora, per ognii = 1,2, --- ,n, 'arco

op:s€l = o((1—8)ti1+st;) e X (2.39)

riparametrizzazione su I della restrizione di o a [t;_1, ], che per costruzione ¢
un arco di A o di B e proviamo che o;, se non & un arco di A, & necessariamente
omotopo ad un arco di A.

Figura 2.8: Proposizione 2.6.4

Se 0; non e un arco di A, e un arco di B e, dal momento che A N B contiene gli
estremi di o; ed & connesso per archi, A N B contiene anche un arco f di estremi
f(0) =z,e f(1) = 0;(0) e uno g di estremi ¢(0) = z, e g(1) = 0;(1) (cfr. Figura 2.8).
Allora f * 0, * g, essendo un laccio di B puntato in z, e essendo B semplicemente
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connesso, &€ omotopo al laccio costante k,, in B e, quindi, in X. Ne segue che o;
& omotopo in X all’arco f * g, che & contenuto in A N B e quindi in A, mediante
un’omotopia

F, : (s,t) eI xI — Fi(s,t) € A

tra o; e f * g. Risulta quindi

Fi(S,O) = Ui(s>7 Fi(sa 1) =f *9(5)7 Fi(07t> = Ui(s)’ Fi(Lt) = Ui(l)v

per ogni (s,t) € I x I. A questo punto, se consideriamo le riparametrizzazioni

— i
i Li)e A

(s,t) € [tii1, t) x I — Fj(———
b — 11

delle F; a [t;_1,t;] x I e le incolliamo, otteniamo la funzione F': (s,t) € I x I — A
definita da

s—1;i1

F(s,t) = Fz(m

)5 (s,t) € [timy, t) x I, i=1,2,...,n,
e questa, essendo t, = 0, & un’omotopia tra

F(s,0) = Fl(i,()) - gl(%) - ((1 - i)to + %tl) = o(s)

(cfr. (2.39)) e F(s,1), che & un laccio di A. O

Una classe notevole di spazi semplicemente connessi e data dalle superfici sferi-
che S™, con n > 1, come mostra il risultato che segue. Il caso della circonferenza
S* sara studiato a parte.

PROPOSIZIONE 2.6.5. S™ e semplicemente connesso, per ogni interon > 1.

DIMOSTRAZIONE. Se a, b sono punti antipodali di 5", i sottospazi A = 5"\ {a},
B = 5"\ {b} di S™ sono aperti e, essendo omeomorfi a R", sono anche semplice-
mente connessi. D’altra parte, S" = AUBe AN B = 5"\ {a,b} & connesso per
archi, cosi l'asserto segue dalla Proposizione 2.6.4.

Riteniamo utile per il Lettore riportare di seguito una seconda dimostrazione,
indipendente dalla Proposizione 2.6.4, che sfrutta soltanto alcune proprieta geo-
metriche di S™.

Siano x,, x1 due punti di S™ e y € S™ un punto distinto da z, e z;. Allora 5™\ {y},
essendo omeomorfo a R", & connesso per archi. Esiste, quindi, un arco in ™\ {y}
di estremi z,, x1, che & anche un arco di S™ con gli stessi estremi. Cosi S" e con-
nesso per archi. D’altra parte, se « € un laccio di S™ di punto base z, ed esiste un
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punto y € S™ non appartenente al supporto di «, allora « € omotopo alla funzione
costante in x, perché S" \ {y} &€ omeomorfo a R", che & semplicemente connesso
(cfr. Esempio 2.6.3). Questo significa che, per provare che 7,(S") = {1}, basta far
vedere che ogni laccio ¢ in S™ di punto base z, € omotopo ad un laccio « di base
x, per cui esiste y € S™ non appartenente al supporto di a.

A tale scopo, siano o : [0, 1] — S™ un laccio suriettivo di punto base z,, y € S un
punto diverso da z, e diciamo B = B!(y) N S" l'intersezione di S™ con un intor-
no sferico B!'(y) di R™ di centro y e raggio ¢ con z, ¢ B (y), cioe ¢ minore della
distanza tra z, e y. Si ha che B & un aperto di S”, la chiusura B di B & omeomorfa
a B"! ela frontiera B di B ¢ omeomorfa a S"'.

Poiché o(0) = o(1) = =, e z, € B, la controimmagine o~ '(B) & un aperto di [0, 1]
contenuto in |0, 1] e, quindi, & unione di intervalli ]a;, b;[ a due a due disgiunti,
con j variabile in un insieme di indici J. Osserviamo che, per ogni j € J, a; e b;
non appartengono a o~ *(B) e, quindi, o(a;) e o(b;) appartengono alla frontiera
0B di B.

La controimmagine o' (y) (C ¢'(B)), essendo un sottospazio chiuso e limitato
di [0, 1], & compatto e, quindi, & contenuto nell'unione di un numero finito di in-
tervalli |a;, b;[, con j € J.

Consideriamo uno degli intervalli ]a;, b;[ che intersecano o~ !(y) e denotiamo con
o, la restrizione di ¢ a ]a;, b;[, che puo riguardarsi come un arco di S™ di estremi
o(aj),o(b;). Per costruzione, il codominio di o, € contenuto nella chiusura di B e
o;(a;) e 0;(b;) appartengono alla frontiera 0B di B. Tale frontiera & connessa per
archi e di conseguenza esiste un arco 7; di 0B di estremi o(a;),o(b;). Si osservi
che y non appartiene al codominio di 7; perché y ¢ 05. A questo punto, detotato
con F' un sottoinsieme finito di J per cui

o M (y) € Ul byl
jeF
definiamo il laccio 7 : [0, 1] — S™ nel seguente modo

7;(t) se t €la;,b;[ per qualche j € F

o(t) altrimenti

Notiamo che il supporto di 7 si ottiene modificando quello di o mediante la sosti-
tuzione del supporto di ogni o; col corrispondente supporto di 7;, con j € F. Ora,
poiché la chiusura di B & omeomorfa a B"~!, che & uno spazio semplicemente
connesso (cfr. Esempio 2.6.3), gli archi o, e 7; sono omotopi, per ogni j € F e di
conseguenza 7 € omotopo a ¢ e non contiene y. Si ha cosi I’asserto. O

COROLLARIO 2.6.6. R" \ {z} é semplicemente connesso, per ogni n > 2 e per
ogni punto r € R".
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DIMOSTRAZIONE. Se z,y € S™, x # y, R" € omeomorfo a S” \ {y}, R"\ {z} e
omeomorfo a S"\{z,y}, S"\{z,y} & omeomorfo a S" ! xR e, di conseguenza, R™\
{z} ¢ omeomorfo a S" ' xR. Allora, I'asserto segue dalla proposizione precedente
e dalle Proposizioni 2.6.5 e 2.5.11. O

OSSERVAZIONE 2.6.7. (La connessione semplice non implica la contraibilita) E pos-
sibile provare (purtroppo non abbiamo ancora gli strumenti per farlo!) che, per
ogni intero positivo n, S™ non é contraibile. Abbiamo cosi che, per n > 1, S™ &
un esempio di spazio semplicemente connesso non contraibile. O

2.7 Gruppo fondamentale della circonferenza e alcu-
ne sue applicazioni

Provare in modo diretto che il gruppo fondamentale di uno spazio connesso per
archi & non banale ¢, in generale, un problema non semplice. Per fare cio, infatti,
bisogna trovare due lacci tra i quali non vi € alcuna omotopia ed & proprio questo
il punto delicato del problema. Vedremo, comunque, che cio si puo fare senza
grosse difficolta, ma in modo non banale, nel caso della circonferenza S*.

Consideriamo la mappa
E:scR — s=(cos2ms,sen2ms) € S' (2.40)

che, come facilmente si prova, & aperta, suriettiva e periodica di periodo 1.

LEMMA 2.7.1. Siano ¢,¢’ : I — R archi di R di punto iniziale 0 e tali che £ o g =
Eog'. Allorarisultag = ¢'.

DIMOSTRAZIONE. Perognit € I, risulta E(g(t)) = E(¢'(t)), cioe
(cos2mg(t), sen2mg(t)) = (cos2mg'(t), sen2wg'(t)) ,

e quindi 27g(t) — 27g'(t) = 2m(g(t) — ¢'(t)) € un multiplo intero di 27. Allora
g(t) — ¢'(t) @ un intero, per ognit € I, e (9 — ¢')(I) & contenuto nell'insieme Z
degli interi. Ora osserviamo che Z & totalmente sconnesso, nel senso che le sue
componenti connesse sono i singleton dei suoi punti, e (¢ — ¢’)(I) € connesso in
quanto immagine del connesso I mediante una funzione continua. Ne segue che,
essendo ¢(0) = ¢'(0) = 0, risulta (¢ — ¢')(I) = {0} ecioe g = ¢'. O

LEMMA 2.7.2. (Sollevamento degli archi) Se f : I — S' & un arco in S* di punto
iniziale x, = (1,0), esiste in R un unico arco f : I — R di punto iniziale 0 tale che

f=FEof.
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DIMOSTRAZIONE. Perognit e I, f~1(S*\ {—f(t)}) & un aperto di I, che risulta
unione di intervalli aperti o semiaperti (contenenti 0 o 1 a seconda che sono aperti
a destra o a sinistra, rispettivamente) e, al variare di ¢ € I, questi intervalli danno
un ricoprimento di aperti di I. Cosi, dalla compattezza di / e ragionando come
nella dimostrazione della Proposizione 2.6.4 , segue che esistono degli interi ¢, =
0,t1,ta,...,t, =1, cont, <ty <--- <t,, tali che

Fltjn ) € STNA{=F ()} (241)

perognij = 1,2,...,n. Osserviamo che, perogniz € R, posto I, = (z — 3,z + 1),
la funzione

E,:scl, »s¢c E(l,)=S"\{(—cos2rr, —sen2nz)}, (2.42)

restrizione di £ a I, e E(I,), & un omeomorfismo e denotiamo con f|_, la restri-
zione di f ad un intervallo [¢,d] C . Allora, per j =1,

e quindi e possibile definire la mappa
leEo_lof‘[Ot : [O7t1] _>]R7

per la quale risulta f1(0) = 0 e Eo f; = fjpu,). Ora, procedendo per induzione su
j, supponiamo che per j > 1 abbiamo definito una mappa

fi:10,t;] = R taleche f;(0)=0e Eof;= f\[o’ti]

e, se & j < n, consideriamo la mappa (cfr. (2.42))
_ 1 1
Bl S {-B(f()} — (fj(tj) -5 Bt +3)
Allora, incollando f; con E f| , resta definita la mappa

fj+1 : [O;tjﬂ] - R
percuief;1(0) = Eofir1 = fiy,.,., €cosi abbiamo che f,, € la mappa cercata

f. L'unicita di f e conseguenza del lemma precedente. O]

L’arco f, di cui al precedente lemma, prende il nome di sollevamento di f aR di
punto iniziale 0.

LEMMA 2.7.3. (Sollevamento delle omotopie) Siano f, g : I — S* due archi omotopi
in S di punto iniziale (1,0), f,g:1—R gli unici sollevamentiaR di f, g di punto
inizialeO e ' : [ x I — S' un’omotopia tra f e g. Allora esiste un’unica omotopia
F:IxI—»Rtrafegtaleche F=EoF.
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DIMOSTRAZIONE. Per ognit € I,sia F; : I — S' I'arco di S! di punto iniziale
(1,0), restrizione a I x {t} di F': [ x I — S'. Possiamo allora definire la funzione

F:(s,t)elxI — F(s) €R,

ove Ft ¢ 1'unico sollevamento a R dell’arco F; e risulta E o F=FE possibile pro-
vare che F & una funzione continua (per una dimostrazione si veda [9], Lemma
16.2, pag.155) e cosi £ & un’omotopia con la proprieta richiesta. Ora consideria-
mo un’altra omotopia £ tra f e j tale che F = E o F'. Allora, per ogni t € I e per
l'unicita del sollevamento degli archi di S, la restrizione di F'aI x {t} coincide
con il sollevamento F, di F, e risulta F' = F". O

omotopia F, di cui al lemma precedente, prende il nome di sollevamento di
FaR.

Per ogni intero n € Z, consideriamo il laccio di S*
Wy 8 €1 — (cos2mns, sen2mns) € S (2.43)
di punto base (1, 0) e 'unico arco da 0 a n, sollevamento di w,, a R,
@, s€I — ns €R, (2.44)

per cui risulta
w,=FEo,. (2.45)

La (2.45), parlando in modo informale, esprime il fatto che il supporto di w, si
ottiene avvolgendo |n| volte su S* I'intervallo [0,n] di R partendo da (1,0), in
senso antiorario se n > 0 e in senso orario se n < 0, in modo che la restrizione di
wy all’intervallo £, £ [ sja un omeomorfismo tra | %, 2 [ e ST\ {(1,0)}, per ogni
k=0,1,...,n— 1.

LEMMA 2.7.4. Ogni arco foinRdaOan e omotopo a wy, per ogni intero n. Ne
segue che il laccio F o f, & omotopo aw, = F o &,, per ogni intero n.

DIMOSTRAZIONE. Segue dal fatto che R e semplicemente connesso e dalla Pro-
posizione 2.6.2. Comunque, si verifica subito che I'omotopia lineare F'(t,s) =
(1 —t)f, + t©, & un’omotopia tra f, e @,. O

PROPOSIZIONE 2.7.5. La funzione
®:neZ — |w,€m(Sh (2.46)

& un omomorfismo tra il gruppo additivo di Z e il gruppo fondamentale di S*.
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DIMOSTRAZIONE. Dobbiamo provare che, per ogni n,m € Z,
O(m +n) = ¢(m)P(n), (2.47)

cioe che (W 4n| = [Win][wn] = [Wi * wy]. A tale scopo, consideriamo in R la trasla-
zione 7, : * € R — 2 + m € R e osserviamo che la mappa § = @y, * (7, 0 @y),
definita da

Om(28) = 2ms se 0<s<3

Tmowp(2s—1)=(2s—1)n+m se 3 <s<

—_

e un arco in R tra 0 e m + n da cui segue, in forza del Lemma 2.7.4, che

[Win4n] = [E 0 g].
D’altra parte, risulta
(cos2m(2ms), sen2m(2ms)) se 0<s<3
Eog(s) = ,
(cos2m(n(2s — 1) + m), sen2m(n(2s — 1) +m) se 3 <s<1

da cui, usando le formule di addizione delle funzioni seno e coseno, ricaviamo

(cos2m(2ms), sen2m(2ms)) se 0<s<3
Eog(s) = = W * Wp($) .
(cos2mn(2s — 1), sen2wn(2s — 1)) se 3 <s<1

Abbiamo cosi che E o § = w,, * w,, cioe la (2.47). O

PROPOSIZIONE 2.7.6. (Gruppo fondamentale di S') Il gruppo fondamentale della
circonferenza m (S*) é isomorfo al gruppo additivo di Z.

DIMOSTRAZIONE. Proveremo che 'omomorfismo ¢ definito dalla (2.46) ¢ un
isomorfismo, cominciando col provare che ® e suriettivo. Siano [o] un elemento
di m,(S1), con a(0) = a(1) = (1,0), e @ : I — R l'unico sollevamento di o ad R di
punto iniziale 0. Poiché risulta

Eoa(l)=FE(a(l)) = (cos2ma(l), sen2na (1)) = a(1) = (1,0),

deve esistere un intero n tale che a(1) = n. Allora, in forza del Lemma 2.7.4,
risulta
O(n) = lwn] = [Eow,] =[Eod] =[q]

e ¢ e suriettivo.
Proviamo ora che @ ¢ iniettivo. Nell’ipotesi che sia ®(m) = ®(n), con m,n € Z,
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i lacci w,, e w, sono omotopi e siano F' : I x [ — St un’omotopia tra w,, e w, e
[ : I x I — R1omotopia tra &, e &,, unico sollevamento a R di F. Ora, per ogni
fissato t € I, F'(s,t) & un arco in R il cui punto finale F(1,t) & indipendente da t e,
quindi, pert = 0 e t = 1 abbiamo

m=Om(1) = F(1,0) = F(1,1) = @,(1) = n.
Ne segue che @ e iniettiva. O

COROLLARIO 2.7.7. Il gruppo fondamentale del cilindro R x S' é isomorfoa Z. 11
gruppo fondamentale del toro S L% S' é isomorfo a Z*. In particolare, il cilindro
R x St eil toro S* x S* sono spazi topologici non isomorfi.

DIMOSTRAZIONE. E conseguenza immediata della Proposizione 2.5.11 e della
Proposizione 2.7.6. O

Chiudiamo il paragrafo mostrando alcune applicazioni della Proposizione 2.7.6.
PROPOSIZIONE 2.7.8. R? non & omeomorfo a R", per ognin > 0 e diverso da due.

DIMOSTRAZIONE. Osserviamo che R privato di un suo punto € uno spazio scon-
nesso mentre cid non accade per R% Ne segue che R e R? non possono essere
omeomorfi.

Se z,y sono punti distinti di S?C R® e z & un punto di R?, si ha che R? \ {z} &
omeomorfo a S? \ {z,y} che, a sua volta, ¢ omeomorfo a S* x R. Allora, in forza
della Proposizione 2.5.11, risulta

TR\ {z}) 2 m(S" xR) ~m(SH xm(R) =2 Z x {1} ~Z. (2.48)

Dr’altra parte, per n > 2, se x,y sono punti distinti di S"C R"*! e z & un punto di
R™, si ha che R™ \ {z} & omeomorfo a 5" \ {x,y} che, a sua volta, & omeomorfo a
S™=1 x R. Allora, ancora in forza della Proposizione 2.5.11, risulta

TR\ {2}) ~ m (8" x R) = (S ) x m(R) = {1} x {1} ~ {1}.  (2.49)

Ora, se per n > 2 esistesse un omeomorfismo f : R* — R", detto z un punto di R?
gli spazi R?\ {z} e R"\ {f(2)} sarebbero omeomorfi e, di conseguenza, avrebbero
gruppi fondamentali isomorfi. Cio € assurdo in forza delle (2.48) e (2.49). O

La proposizione precedente e caso particolare del seguente teorema, la cui dimo-
strazione non viene riportata perché necessita di strumenti pit profondi di quelli
trattati in queste note.

PROPOSIZIONE 2.7.9. (Teorema dell’invarianza della dimensione) R™ non é omeo-
morfo a R", per ognin, m > 0 e diversi tra loro.
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DEFINIZIONE 2.7.10. Se A é un sottospazio di X, una mappa r : X — A prende
il nome di retrazione di A su X se la restrizione di r ad A e I'identita i4 in A, cioe
seroi =iz, iessendo la funzione inclusione di Ain X (i : a € A — a € X).
Quando esiste una retrazione di A su X si dice che A ¢ un retratto di X. O

PROPOSIZIONE 2.7.11. Ser : X — A & una retrazione di Asu X e a, € A, allora
gli omomorfismi

i s (A a0) = T (X, a,) € 7o m(X,a,) = m(A a,)

sono rispettivamente un monomorfismo e un epimorfismo. In particolare 7 (X, a,)
contiene il sottogruppo i.(m (A, a,)) isomorfo a 7 (A4, a,).

DIMOSTRAZIONE. Poiché r o i = i,4, dalla Proposizione 2.5.12 abbiamo che
(roi), =r, oi, &un automorfismo di 7 (4, a,), quindi & una funzione biunivoca
e da cio segue l'asserto. O

COROLLARIO 2.7.12. S' non é un retratto di D?.

DIMOSTRAZIONE. Se esistesse una retrazione r di S* su D?, in forza della Pro-
posizione 2.7.11, il gruppo fondamentale di D?, che & banale, conterrebbe un
sottogruppo isomorfo al gruppo fondamentale di S*, che & isomorfo a Z. O

PROPOSIZIONE 2.7.13. (Teorema del punto fisso di Brouwer) Ogni mappa f : D* —
D? ha almeno un punto fisso; esiste cioé un punto z,, € D? tale che f(z,) = z,.

DIMOSTRAZIONE. Per assurdo, esista f : D> — D? priva di punti fissi e os-
serviamo che la frontiera S* di D? & contenuta in D?. Allora possiamo definire la
funzione g : D* — S' che ad ogni punto z € D? associa l'intersezione con S* della
semiretta di origine f(x) e contenente x (Figura 2.9). E possibile provare che tale
funzione & continua e risulta g(z) = z, per ogni z € S*. La mappa g & dunque una
retrazione di S su D? e cid & assurdo in forza del corollario precedente. O

Mostriamo un’applicazione del Proposizione 2.7.13 alle matrici reali.

Figura2.9: g : D?* — S!

COROLLARIO 2.7.14. Ogni matrice quadrata reale A d’ordine 3 ad elementi posi-
tivi possiede un autovalore positivo.
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DIMOSTRAZIONE. Cominciamo con 1'osservare che il sottospazio X di S? defi-
nito da
X ={(z,y,2)€8* : x>0,y >0, z>0}

& omeomorfo a D? e, in forza del Teorema di Brouwer, ogni mappa di X in sé ha
un punto fisso. Inoltre, 'endomorfismo lineare L di R* di equazione (2/,y/,2')" =
A(z,y,z)" & tale che le coordinate di L(x) sono tutte positive, per ogni ¢ € X.
Allora possiamo considerare la funzione continua

L(x)

frxeX 5 =T X
| L()|
ed un suo punto fisso a. Ne segue che & |L(a)|a = L(a) e a & un autovettore di L,
e quindi di A, con autovalore positivo |L(a)|. O

Osserviamo che anche la Proposizione 2.7.13, usando argomenti pitt avanzati di
topologia algebrica, puo essere dimostrata per qualsiasi dimensione n > 2.

2.7.1 Teorema fondamentale dell’algebra

Come conseguenza di alcuni dei risultati ottenuti esporremo una dimostrazione
del teorema fondamentale dell’algebra®. A tale scopo, conveniamo di identificare
R? con l'insieme dei numeri complessi C mediante la funzione biunivoca

(z,y) € R?* = x +iy € C.

In questo modo, rimane definita su C una topologia indotta da quella naturale di
R? la topologia naturale di C. Nel seguito supporremo sempre che C sia dotato
di tale topologia. Osserviamo che, in questa identificazione, alla circonferenza S
di centro I'origine e raggio 1 in R? corrisponde l'insieme dei numeri complessi di
modulo 1.

LEMMA 2.7.15. Si consideri S' come I'insieme dei numeri complessi di modulo
1. Allora, per ogni intero n # 0, la funzione

fM:zest 5 2nest
non e omotopa ad una funzione costante.

DIMOSTRAZIONE. Usando la notazione (2.43) del paragrafo precedente, abbia-
mo f™ow; = w,. Allora l’asserto segue dal fatto che la funzione (2.46) & biunivoca
(cfr. Proposizione 2.7.6). Il

La prima dimostrazione corretta di questo teorema risale al 1799 ed & dovuta a FGauss.
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PROPOSIZIONE 2.7.16. (Teorema fondamentale dell’algebra) Ogni polinomio sul
campo complesso C di grado positivo ha almeno uno zero in C.

DIMOSTRAZIONE. Sia p(z) un polinomio di grado positivo n a coefficienti in
C e osserviamo che, ai nostri fini, non ¢ restrittivo supporre p(z) monico e con
termine costante diverso da zero; sia cioe

p(2) =ao+arz+ a2+ F 412" H 2", a4 #0, n>0.

Riguardiamo S I come l'insieme dei numeri complessi di modulo 1 e, per assurdo,
supponiamo che p(z) non abbia zeri in C. Allora la funzione continua H : S*xI —
C, definita da
2" se t=0
H (Z ) t) = )
trp(U=D2) ge t£0

t

assume valori diversi da zero per ogni (z,t) € S' x I. E quindi possibile intro-
durre la funzione continua F : S' x I — S, definita da

H{(z,1)
F(z,t) = 270
=0 TG
per la quale si ha
F(2,0) = 2" e F(z,l):|a—°|.
Qo

Ne segue che F' & un’omotopia tra la funzione f™ : z € S' — 2" € S' e una
funzione costante, il che e assurdo in forza del Lemma 2.7.15. O
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